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Si/r  une  formule   d'Eiiler; 
Par  3i.  IlER3iITE. 


Une  Lettre  de  M.  Fuss,  publiée  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques   de  M.  Darboiix  (tuai  1879,  p.  226),  contient    sur  Tinté- 

S''^'^J  \'_^".  dx  un  résultat  obtenu  par  Euler  et  qui  est   bien   digne 

de  remarque.  Il  consiste  dans  la  réduction  de  cette  quantité  à  l'inté- 
grale d'une  fonction  rationnelle  au  moyen  de  la  substitution 


P\ 


et  c'est,  je  crois,  le  seul  exemple  qtii  ait  été  donné  d'une  telle  li-ansfor- 

mation    pour  une   expression    dépendant  des    intégrales   elliptiques. 

Je  me  suis  proposé,  en  éludianlce  résultat  d'Euler,  de  reconnaître 
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s'il  tient  à   la  valeur   particulière   du    module   propre   à    l'intégrale 
=  )  ou  si,  étant  d'une  nature  plus  générale,  il  ne  mettrait  point 


j 


y/l  -H  x" 

I  n  '  •  1  r  t  f  f  l  ■^^  ) '^-^  '1 

sur   la     Irace   dune   cateeone   de    lormules  reduc- 

tihles  par  une  substitulion  algébrique  à  l'intégrale  des  (onctions  ration- 
nelles. C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu,  comme  on  va  le  voir  pnr  l'analyse 
suivante,  c|ui  est  très  facile. 

I.  Je  rattacherai  d'abord   la    forme  analytique   de  la  substitution 
d'Euler  à  la  relation 

s/Ax'  -(-  2lS,c-  -f-  C 

P  =  - r ' 

d'où  se  tire  l'équation 

A.x"''  ■+-  2(B— p-).r-  -hC  =  o, 
puis  la  valeur 


nî _  B  -f- v'// —  3  B/^>  +  B-' —  AC 
A 

et  enfin,  par  l'application  des  formules  connues, 


a;: 


\lp'  —  B  -t-  y/AC  +  \îp'  —  B  —  v^AC 

\/2Â 


On  voit  en  effet  que, en  prenant  Ax'  -h  iBx-  -\-C  —x''  -+-  [,il  siiflit 
de  clianger/;en  -  pour  obtenir  l'expression 


X 


_  \jp''  +  I  H-  yZ/J'  —   1 


p^'l 


Je  remarque  ensuite  que  dans  l'équation  du  second  degré  en  a,-, 

C 

le  produit  des  racines  étant  -,  on  a  en  même  temps 


„_/!>--  B  -I-  y'//  —  n  B/;'  -+-  B'  —  AC 
X-- , 


et 


C     _  /j'  —  B  —  \lij-  —  2  B/>=  -t-  B'  —  AC 
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Par  conséquent,  tonte  fonction  rationnelle  i [x-]  telle  qu'on  ait 

s'exprimera  rationnellement  au  moyen  de  la  variable  ^,  et,  si  l'on  rem- 
place celte  condition  par  la  suivante, 


/(-^)  =  -/(â^0' 


on  aura 


f[x-)  =  op)\p''  -  2\^r  +  B^  -  AC, 


rf{p)  étant    encore    rationnelle   en   p.    Ainsi    nous    trouverons,    par 
exemple, 


kx- \  —  2  \p''  —  7. B/J^  4-  B-  —  AC, 

de  sorte  que,  la  diftérenliation  de  l'équation 


\/Aj'-I-2Bx=+C 
P= r ' 

.r  y  2 

donnant 

dp    _  Ar<— C 


nous  pourrons  écrire 


dp  _  v/2  sj'p'  —  2B/J--I-  B= —  AC 
d'^  y'Aa;'+2Bj:''+C 

OU  bien 

dx  1  dp 

v'Ax*-f-2Ba:»-t-C        v/2  v//j«— 2B/j'-hB»— AC 

.Maintenant,   il  suffit   de   multiplier   membre  à   membre  avec  l'é- 
quation 

/■(  x^')  =  o  [p)  V/'-^V  +  B^-AC 
pour  obtenir 

\/Aa;'-i- 2Bx- +  c        v^2 


HERMITE. 
f    r-    tlx 


au 


L'intégrale  /  '    '  où  fa'-'  est  telle  qu'on 

est  donc  ramenée  [jar  la  substitntion  considérée  à  celie  des  fondions 
rationnelles.  En  particulier,  ou  aura 


c'est-à-dire  la  formule  d'Euler. 

II.  La  méthode  d'inléi;ralion  des  fondions  doublrnieiil  périodiques 
qu'on  tiie  de  la  déconiposilion  en  éléments  simples  de  ces  fonctions 
conduit  par  une  autre  voie  au  résul'at  que  nous  venons  d'obtenir. 

Supposons,  eu  effet, 

A.r^^  2Bx=-^C=  (i  -x-){i  -  k-x-), 
et  soient  .r  :=  sn:.  puis  f[.T-")  =  F(|  ,  de  sorte  qu'on  ait 

J    ^     I  —  JC-       l  —  A- jr- 

1-a  condition  que  doit  vérifier  y^x-)  devenant 

on  voit  que  la  fondion  F(ç),  qui  a  pour  périodes  2K  et  2/K',  satisfait 
à  l'égalité 

F(|  4- /K'j^  -  F(S). 

Cela  éiant,  je  dis  qu  à   l'égard   il'iuie  lelie  fonction  ou  |)eut  piendre 

1      ,  ■   TA   1  ■'         cnc  dn  : 

pour  élément  sanple  la  quantité  Dr  logsn=  =         ,     • 
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Nous  avons  d'abord 

D:  logsn''2  ~h  2Kj  =  —  U-.  logsns, 
D;logsn(?+  /K')  =  — DJogsiiS, 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'à  l'intérieur  d'un  rectangle  renfermant  l'origine 
des  coordonnées,  et  dont  les  côtés  parallèles  aux  axes  des  abscisses  et 
ordonnées  sont  2K  et  K',  il  n'existe  que  le  seid  pôle  ?  =  o.  Tous  les 
pôles  de  la  fonction,  étant,  en  effet,  les  racines  des  équations  H,'|)  =  o, 
QCçj  =  o,  ont  pour  expressions 

z  :=  iinK  -+-  2//Z  /K', 

ç  =  imK  -t-'  2//i'-r-  1^/R'. 

Or  il  est  clair  que,  pour  les  valeurs  entières  de  m  et  //*',  ces  formules, 
à  rexce|)tiou  du  pôle  :  ^  o,  représentent  des  points  extérieurs  au 
rectangle.  Cela  étant,  il  suffit,  en  raisonnant  comme  je  l'ai  d^jà  fait 
ailleurs,  d'égaler  a  zéro  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  double- 
ment périodique 

F(z)D|logsn(H  — z), 

dont  les  périodes  sont  2K  et  /R'.  pour  arriver  ii  j.i  formule  suivante  : 

F(|)  =  2[AD.  logsn  (?  —  a,  +  A,D\  logsn(?  -  «^  +  . .  . 

+  A„Dr'logsnf|-n)J. 

Le  signe  2  se  rapporte  à  tous  les  pôles  de  la  fonction  F  £^  qui  sont  a 
i  intérieur  du  rectangle  considéré,  et  l'on  suppose,  pour  l'un  quel- 
conque de  ces  pôles,  I  =  n,  la  relation 

F(« -f- c   =  A  y  +  A,  D,  -  +  . . . -i- A„D:  ]-, 

eu  se  bornant  à  la  partie  principale  du  développement. 
Cette  expression  de  F  ç)  donne  immédiatement 

/F  =//:  =  2'Alogsu^;  —  a   +  A,  D;  logsn(ç  —  a^  -t-  ... 

-f- A„D„logsnC5  — rt;J, 
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et  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  spécial  auquel  nous  avons  été 
amené,  où  l'on  a  F(^)  =/(sn-ç)  et  par  conséquent  F(— ^)  =  F(^), 
les  quantités  placées  sons  les  signes  logarithmiques,  ainsi  que  les  nutres 
termes  du  second  membre,  s'expriment  rcitionnellement  par  la  variable 

v'(l  — .r'ifi  — ^-x'i  ,.  cncdn?  „       .     '  |-  i„ 

p  =  y- '-^ '-  ou  bien  p  = j— 5  en  mettant  -—p  au  lieu  de  p. 

En  effet,  Tintégnile  étant  une  fonction  impaire,  nous  pouvons  écrire, 
en  changeant  'i  en  —  ^, 

-/F(?)^/?  =  2[Alogsn(?  +  rt)  -  A,Dçlogsn(ï  +  rt)  +  ... 

±A„D:'logsn(§  +  rt)], 

et  cette  équation,  relrauchée  de  la  précédente,  donne 

2/F(SWê=-Alog"^i|^ 

-I-  2iA,  Dj  logsii(ç  —  a)  sn(H  -H  a) 


-t-IAJ)Elog 


sn  ( Ç  —  a) 


H- 

Dans  cette  nouvelle  formule  figurent  les  dérivées  successives  d'ordre 
pair  de  deux  fonctions  différentes,  log  ^— ^| \  et  D5  log  sn  (Ç  —  a)  sn  (Ç-i-rt), 

qui  l'une  et  l'autre  d'abord  s'expriment  comme  il  suit  en  p.  On  a,  en 

effet, 

sn    H  —  Il  \         sn  H  en  "  il  n  r7  —  sn  «  cii  ï  (In  Ç 
sii(Ç  -H  «  )         snç  cnrt  i\nu  -j-  snn  ciiE  dn; 
cnn  Ann  —  p  snn 
en  a  diin  p-^-  sna 
puis 

„   1  /v  \        /x  \  p, snErnË  dnï  :  1  —  /'sn'^'l 

Dtlossnffc  —  rtjsnfg  +  «)  =  -^ — ^ — 

'     O       V''  I       \^  I         ii^/  =  sn'asn'H;|sn'i  — sn'a) 

a'  I  —  / -sn'n  ^ 

cn'rtdn'a  — p''in'ii 

Remarquons  maintenant  qu'en  différentiant  deux  fois  une  relation 
de  la  forme 
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OU  en  tire 


et  qii  on  a 


/"(?:^  =  ?»(|)V  ?'(/.)  g, 


g  =  yt^Sir;  -~  =  s  (.  -  /f^4-/,V;^_  ZiF 


su- 


■  \  '         sn- 

2p    1-4-   /  •  —  />'■ 


7—  =  2  en  £  d  II  c    A'-  sn  :  H 


=  2/>    A=SM  =  ;  +  -^)  = 


par  conséquent,  f"{ç),  pnis,  de  proche  en  proche,  tontes  les  dérivées 
d'ordre  pair,  seront  des  fonctions  rationnelles  de  p.  I/intégrale  s'ex- 
prime donc  raliotniellement  au  moyen  de  cette  variable,  comme  nous 
avons  voulu  le  montrer. 

III.   La  formule  de  décomposition  en   éléments  simples  qui  vient 
d'être  obtenue, 

F(|)  =  2[AD5logsn(ç-«) 

-+-A,D|logsn(2  -  a)  +  . . .  +  A„Dr'logsn(|  -  «)], 

d'une  fonction  satisfaisant  aux  conditions 

F(^  +  2R)  =  +  r(5), 
F(£  +  /R')  =  -F(|), 

peut  être  regardte  comme  appartenant  à  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions doublement  périodiques.  Sous  ce  point  de  vue,  il  est  visible 
qu'elle  constitue  seulement  une  des  trois  formules  d'un  même  système, 
dans  lequel  les  quantités 

Djlogsnç,   Djlogciii,  DJogdii^ 

jouent  successivement  le  rôle  d'éléments  simples.  Je  vais  établir  suc- 
cinctement les  deux  autres,  qui  concernent  deux  nouveaux  types  de 
fonctions  doublement  périodiques,  F,  [ç]  et  ¥.{'£),  caractérisées  par  les 
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conditions  suivantes  : 

F,(|  +  K  +  /K')  =  -F,(£\ 

F,(?  +  R-iR')  =  -F,(?), 
puis 

¥,{&+      K)  =  -F,(|), 

Fn(ç  +  azK')  =  ^F,(Ç). 

Elles  se  lient  en  effet  à  l'étude  de  la  substitution  d'Euler,  qu'elles  nous 
conduiront,  comme  on  le  verra,  à  étendre  et  généraliser  d'une  nou- 
velle manière. 

Je  me  fonderai,  à  cet  effet,  sur  les  équations  élémentaires 

cnfs  +  K  4-  i¥s.')  =  —  ^  — ^ 
''  A-    cnz 

cn(z  +-K-  iK']  =  -h'4  — 
et 

dn(z+K)  =  ^, 

dn(z  +  2/K')  =  —  dnz-, 
qui  conduisent  aux  tormules  suivantes  : 

Djlogcn(z  -h  R  -t-  /R')  =  —  D^logcnz, 

D-logcn(3  +  R  —  /R')  =  —  Djlogcnz, 
puis 

D-logdn(z-t-      R  )  =  —  D.logdnz, 

n..logdn(z  +  2iR')  =  -f-  DJogdnz. 
Cela  posé,  j'observe  d'abord,  à  l'égard  de  la  quantité 

'  Clî  C 

Djloecnl  z  +  R)  =  — j^^, 

que  les  pôles  donnés  par  les  racines  des  équations 

H(^)=.o,     0,(z)=.o 
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sont 

z  =  [im  -f-  i)K  +   2/7i'+  i)/K.'. 

Je  remarque  aussi  que   le  parallélogramme  ou   plutôt   le  losange 
dont  les  sommets,  ayant  pour  affixes 

o,   K— /K',   aK,  K  +  /lv', 

sont  par  conséquent  tous  des  pôles  ne  renferme  à  son  intérieur  aucun 
autre  de  ces  poinls;  Cela  posé,  qu'on  déplace  ce  losange  de  manière  à 
lui  faire  contenir  l'origine  des  coordonnées,  les  trois  autres  pôles,  qui 
étaient  des  sommets,  se  trouveront  en  dehors  de  la  figure,  et  l'on 
voit  qu'à  l'intérieur  du  losange  la  fonction  D,Iogcn(z  +  K)  a  un  seul 
el  unique  pôle  c  :=  o.  On  verra  aussi,  relativement  à  la  quantité 
Djlog(ln(z+  K  +  i¥J],  qu'elle  n'a  pareillement  que  le  pôle  z  :=  o  à 
l'intérieur  d'un  rectangle  contenant  l'origine  et  dont  les  côtés  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés  sont  R  et  2R'.  Cela  établi,  nous  formerons 
ces  deux  expressions 

F,(z)D5logcn(|-f-K-z), 
F2(z)D|logdn(^:  +  K  -h  î'K'-z), 

qui  sont  doublement  périodiques,  la  première  ayant  pour  périodes 
K-t-iK',  K  —  iK',   et  la  seconde  K  et  ii¥J . 

En  égalant  à  zéro  la  somme  de  leurs  résidus  correspondant  aux  pôles 
qu'elles  possèdent,  la  première  à  l'intérieur  du  losange,  la  seconde  à 
l'intérieur  du  rectangle  des  périodes,  on  parvient  aux  formules  sui- 
vantes, où  l'on  a  mis  dans  les  premiers  membres  'i  —  Ket^  —  R—  /R' 
au  lieu  de  ç  ,  à  savoir  : 

F,(|  -  Rj  =  :î;[A'D;Iogcn{|  —  a)-\-  A'.Df  logcn(^  —  a)  +  ... 

+  A:Dr'logcn(?-a)], 
F,(Ç  -  R  -  îR'j  =  2[A"Djlogdni  ï  -  a)  +  A^Df  logdn(|  -  a)  +... 

+  A:Dr'logdu(|-a^]. 

Dans  ces  relations,  on  a  continué  de  désigner  par  |  =  a  l'un  quel- 


l/(  HERMITE. 

conque  des  pôles  des  deux  fonctions;  on  a  supposé  encore 

F,(«  +  î)  =  A'-i  +  A',De-J  +...-i-a;,d:'^ 

et  de  même 

F„(rt  +  £)  =  A"-  +  A",D,-  +...+a;,d:'-, 

en  se  bornant  à  la  partie  principale  des  développements.  Elles  s'écri- 
raient |)lus  simplement  en  représentant  les  pôles  de  F, (S)  par  rt  -h  K  et 
ceux  de  V^{^)  par  ^  +  R  -i-  ?K';  nous  aurions,  en  effet, 

F,  (?)  =--  l[k'  1)5  logcn(?  -  a)  +  ^\^>?  log  cn(|  -  rt)  +  .. . 

+  À'„Dr'logcn(?-rt)J, 
F,(|)  =.  v[A"Dçlogdn(H  -  «)-+-  A'jDf  logdn(?  _  «)  +  ... 

+  A:,Driogdn(2-«)]. 

On  en  déduit,  en  intégrant  par  rapport  à  2, 

/F,(?)f/g  ^=  :£[A'logcn(ï  -  «)  +  A',Dçlogcn(?  -  a) -h... 

+  A'„bnogcn(H-a)], 
fF.{^)d'i=^  i[A"logdn(|-a)  +  A;i)5logdn(|  -n)+... 

-l-A"„DMogdn(2    -  «)], 

et  de  ces  expressions  nous  allons  tirer  des  conséquences  analogues  à 
celles  (pie  nous  a  données  la  formule 

fF{^)dë  =  1[A  logsn(?  -  a)  -+-  A.Dç  logsn(|  -a) -h... 

+  A„D"  logsii(£  —  fl)]. 

IV.    Inlioduisant,  à  cet  effet,  les  conditions 

F.(-?)=.F,(=:), 

F,(-^)  =  F,(Ç\ 

el  posant  successivement 

snÇdnÇ 
'  en  ç 

sn£cnÇ 
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on  démontrera  exactement,  comme  au  §  II,  que  les  quantités  placées 
sous  les  logarithmes,  ainsi  que  les  autres  termes  des  seconds  membres, 
s'expriment  rationnellement  au  moyen  des  variables  p.  Soit  donc, 
comme  nous  l'avons  fait  en  commençant, 

X  —  sn2; 
posons  également 

F,(|):^/,(cr=), 
oùy,  et  /,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x-,  de  sorte  qu'on  ait 

Nous  nous  trouvons  amené  à  cette  conséquence  que  les  substitutions 


snÇdnÇ 

P  —  :r- 

'              en  5 

sne  rnç 
P=      dn? 

.rv'l  —  i'.r' 

•r  ^Z I  —  x' 

V'I  —  A'x' 

ramènent  ces  intégrales  à  celles  des  fonctions  rationnelles  en  p. 

C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  directement,  mais  auparavant 
nous  tirerons  des  caractéristiques  relatives  à  la  périodicité  deF|f^i  et 
F-ii^)  les  propriétés  algébriques  correspondantes  des  fonctionsy,(a:'  ) 
etj.i{x-). 

Recourant,  à  cet  effet,  aux  formules 


qui  donnent 


sn(?  +  K4-/K')  =  ;l4, 
A"  en  ç 

/  w        jr  ^         en  E 
sn*(?  +-R-I-/R')=    •-/''■'' 


/  '  [  I  —  .v'  j 
^  ■  '  1  —  ^'x' 
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nous  en  concluons  les  deux  équations 


Considérant    maintenant,   pour   fixer  les  idées,   la   seule  intégrale 
=====  dx.  je  tire  d'abord  de  la  substitution  qui  la  con- 


J    ^   • 


cerne  i  équation 

Px'  —  'p-  -+-j]x-  +  p-  =  o, 
d'où  la  formule 


2/- 


Je  remarque  ensuite  que,  la  seconde  racine  étant  -/—  ou  bien 

nous  pouvons  écrire 


I  —  Â'.r'  p'-{-  \  —  v/-*'  —  2.     2. À-  —  I  1/;'-!-  1 


/■'n 


De  la  propriété  de  la  fonctiouy,(x-)  résulte  donc  qu'elle  prend  des" 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  lorsqu'on  y  remplace  .r^  par  ces 
deux  expressions,  de  sorte  qu'on  peut  poser 


f,{x^)  =  f(p)\fp*  —  2!  ik'-—  I  ,p--h  I, 

en   désignant  par  '-pip)  une  fonction  rationnelle  de  p.  En  multipliant 
membre  à  membre  avec  l'équation  suivante, 

dx  dp 


y/i  I  —  .r'  :  :  I  —  /i'.r' ,  y^' —  1   aX- —  1  />--(-  i 

qui  se  trouve  facilement,  on   obtient,  après  avoir  intégré  les  deux 
membres, 

f^3£I^^=  =  -f.{pu/p. 

La  proposition  que  nous  voulions  établir  se  trouve  ainsi  démontrée, 
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'  '^'^-''^''  condiii- 

rait  exactement  au  même  calcul.   En  ^é^llillf•,  on  voit  que  les  trois 
quantités 

où  les  fonctions  rationnellesy,yj,  f^  satisfont  aux  conditions 

/(-■)  = -/(ji). 

se  ramènent,  si  l'on  fait  successivement 

P 
P 


v/f.- 

-•'■0(1- 

-^•^r') 

.r 

^v/.. 

-  i'x' 

v/7 

xy/i  - 

—  x' 

p—- 

\/i  —  A'x' 

à   l'iiitégraiion  des  fonctions  rationnelles;  et  coinnir  on   tire  de  ces 
relations 

4*.     


JC  = 


X 


2/- 

? 

y/yo^  +  5.  -î-/^  4-  1 

1  -1-  \1p'—  ' 

2  Xyj  + 

I 

2/- 

V/XV=  -+-  2/J  -t- 

I  H-  v''<-'/'' 

-  -^p 

+  I 

nous  voyons  aussi  que  le  type  analytique  de  la  substitution  qu'Euler 
a   découverte  et  appliquée  à  l'intégrale  particulière     1  ^— — ~  dx    se 

conserve  en  ne  subissant  qu'une  modification  légère  pour  s'appliquer 
à  des  cas  plus  généraux  et  plus  étendus. 

V.   Les   formules  de  décomposition  en  éléments  simples  des  fonc- 

Jouiii.  de  Math,  (3''  série),  tome  VI.  —  Janvier  1880.  J 
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lions  doublemeiil  périodiques  désignées  par  F(^),  F,f£),  Fol^l  sont 
susceptibles  de  beaucoup  d'applications.  Si  l'on  désigne  par  m  un 
nombre  entier,  on  verra  facileineni:  qu'on  peut  faire 

F  (ë)  =  cn(4/?2  4-2)?,  dn(4;/i-f-2)?, 
F, (S)  =  sn(4;»  +  2]ç,  dn{l^lll  +  2)2. 
Fo{'i]  =  sn(4/;2  +  2)1-      cn(4m  -t-  2)S, 

et  l'on  observera  que  la  même  quantité,  sn(4w-t-  2)^  par  exemple, 
possède  à  la  fois  la  périodicité  de  F,,(ç)  et  Fj^;^).  Je  n'entrerai  point 
maintenant  dans  le  détail  de  ces  applications  et  je  terminerai  celle 

„  en  H  (In  i 

étude  par  la  remarque  suivante.  La  transiormalion  p  =     ^^ ,-    -  qui  ''<i- 

mène  à  l'intégrale  des  fonctions  rationnelles,  1  F(Su/2,  ne  contenant 
rien  qui  se  rapporte  à  la  fonction  F(^),  sera  donc  la  même  par  exemple 
pour  les  deux  quantités  jci\2^di  et    /  dnaSr/^.  Or,  elles  deviennent 

-   1  — ^- et  -   I  si  l'on  fait  snaS  =  1;  par  conséquent,  on 

ramènera  à  la  fois  ces  deux  intégrales  à  celles  des  fonctions  ration- 
nelles en  exprimant  z  au  moyen  de  la  variable/?.  On  trouve  facilement 

2/5 


puis  ces  relations 


\J}  —  z-  = 
v'  I  —  A'^  z-  = 


-/,' 


—  —  1 

y//;M-  2(1  H-  /•'};'-+  (l  —  k-)' 


dz  =  2 ^ '■ '- 7  r/p, 

[{j'+9.[i+  A')p'-i-  (i— /rj']^ 

et  l'on  en  tire  bien  les  réductions  annoncées  : 

r     ch      _  _     r /;'  —  1  +  /' , 
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Sur    le    parallélogramme    de     IFatt  ; 
Par  m.  a.  I>E  SAINT  GERMAÎX, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Cacii. 


Considérons  un  balancier  relié  à  la  lige  d'un  piston  par  un  parallé- 
logramme articulé,  et  supposons  aux  diverses  pièces  du  mécanisme  les 
dimensions  relatives  que  Walt  avait  adoptées  et  qu'on  doit  toujours 
rechercher.  On  peut  Ires  facilement,  à  l'aide  d'une  remarque  simple, 
calculer  la  déviation  de  l'extrémité  de  la  lige,  et  démontrer  les  règles 
que  M.  Tchebicheff  a  déduites  d'une  analyse  générale,  et  qui  per- 
mettent de  réduire  la  déviation  de  près  des  deux  tiers.  Prony  a  calculé 
la  déviation  dans  un  cas  particulier,  mais  les  données  dont  il  s'est 
servi  sont  rapportées  dans  plusieurs  Ouvrages  de  manière  à  rendre  le 
résultat  inexact;  je  préciserai  les  éléments  de  ce  calcul  numérique. 
Quant  aux  dispositions  indiquées  par  M.  Tchebicheff,  elles  devraient 
èlre  adoptées  dans  la  pratique,  puisqu'elles  augmentent  la  précision 
de  l'ingénieux  appareil  de  Watt  sans  en  compliquer  la  construction. 

Soient,  à  un  instant  quelconque,  OA  le  balancier,  mobile  autour  de 
son  centre  O,  T  l'extrémité  de  la  tige  du  piston,  CS  le  contre-balancier 
qui  joint  le  point  fixe  C  au  sommet  S  du  parallélogramme  articulé 
ABST,  CZ  une  verticale  suivant  laquelle  on  voudrait  guider  le  point  T. 
Si  l'on  prolonge  le  côté  TS  d'une  longueur  égale  SM,  le  point  M  sera 
sur  un  cercle  ayant  O  pour  centre  et  AT  ou  BS  pour  rayon;  ce  cercle 
est  coupé  en  H  et  H'  par  l'horizontale  du  point  C. 


ao 
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Désignons  Jîg.  i)  par  a  les  longueurs  OB,  BA,  CS.que  \\'alt  prenait 
égales  entre  elles,  par  R  le   ravon  OM  =  AT,  par  x  l'angle  de  OM 


Fig.  I. 


avec  lavfrlicale  01,  par  y.  les  aîigles  KOI.   ll'OI.  enfin  par  5  la  demi- 
amplitude  d'oscillation  du  balancier  OA. 

Menons  les  droites  CM  et  CT.  Je  puis  remarquer  que  le  triangle 
TCil  est  rectangle  en  C.  parce  que  la  médiane  CS  est  égjle  à  la  moitié 
du  côté  TJM  =  2rt:  si  donc  des  poin's  M  et  T  j'abaisse  Mm,  Tt 
perpendiculaires,  la  première  sur  CH,  la  seconde  sur  CZ,  les  triangles 
TC  t,  y  Cm  seront  semblables,  et  l'on  aura  pour  la  désiation 


(0 


CT 


On  peut,  presque  en  toute  i-igueur,  prendre  C'-'2  pour  CM,  et  écrire 
CM  =  CI  —  Rsinx, 


'  CT   =s4a--(Cl-t-Rsinar)% 

M//i  =  Pi  cosx  —  cosa). 


Quand  le  balancier  exécute  une  oscillation,  l'extrémité  A  décrit  un 
arc  de  cercle  dont  la  flèche  est  l'horizontale  AT;  nous  supposerons 
d'abord,  avec  Walt,  que  CZ  soit  perpendiculaire  au  milieu  de  AT,  et 

que,   lorsque  le  balancier  est  dirigé   suivant  OA',  le  point  T   couicide 
avec  C,  et  T.M  avec  CH  ;  dans  ce  cas. 

CI  =  2rt  —  R  sina  : 
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les  valeurs  de  CM  et  de  CT  deviennent 


CM  =  2^  —  R(sin  Cl  —  sin x), 


CT  =  V  R(sin  a  —  sin  jr)  \I\a  —  R(sin  a  —  sina?)], 

et,  en  les  substituant,    ainsi  que  celle  de  M/72,  dans  l'équationf  i),  il 
vient 


, „  ,  ^  Rfcosj-  —  cosa)  v/R(sina  —  sin.r)  [4a  —  R  (sina  —  sinx)] 

\i)         0  —  — 


ia  —  R  (sina  —  sinx) 


Dans  la  pratique,  R(sina  —  sin  jt)  est  beaucoup  plus  petit  que  2a, 
et  l'on  peut  prendre  pour  valeur  a|)prochée  de  la  déviation 

c?  =:  (cosjT  —  cosa)  vsina  —  sin .rV/  — • 

Supposons  que  le  balancier  OA  s'élève  à  partir  de  sa  position 
moyenne  pour  accomplir  une  demi-oscillation;  AT,  d'abord  parallèle  à 
OH,  se  rapproche  de  la  direction  verticale  pour  la  dépasser  et  finit  par 
devenir  parallèle  à  OH',  a-  varie  de  a  à  —  a  ;  pour  chercher  le  maxi- 
mum de  â,  j'y  remplace  les  sinus  et  cosinus  par  les  premiers  termes  de 
leurs  développements  en  série,  et  je  considère  le  carré  de  la  partie  va- 
riable de  ô,  soit 

£=^|(a-  -  se- f  {a  -  jc)  =  lia  ~  xy  {u -+- x)- . 


Pour  j:  =  —  l»  £  atteint  son    maximum  4  X  6M  ^  j    ;  la  déviation 
correspondante  est 

mais  on  voit  facilement  que  HH'  est  égal  à  la  flèche  A' F, 

2Rsina  =  2rt(i  —  co&O  )  —  l^a  s\n- \S\ 
on  en  conclut  la  valeur  de  R  sin  a,  qui  est  sensiblement  égale  à  R  a,  ef , 
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en  substituant  dans  9,.  on  a  pour  valeur  approchée  de  la  déviation 
maxinjum 

(4  Oi  =  '^;rV/7;Sin'-y  =  2,Q74ï-sui-  -  5. 

Dans  l'exemple  numérique  dont  j'ai  parlé,  on  donne2™,5i5  pour 
la  longueur  du  balancier,  o™,762  pour  les  côtés  AT,  BS,  et  35°  i  i'  pour 
l'ainplitude  d'oscillation;  si  ces  nombres  représentent  les  quantités 
désignées  par  2rt,  R,  25,  la  for.'nule  (4)  donne  pour  déviation  maxi- 
mum (V",ooo5i6;  pour  que  la  déviation  fût  de  2'"",  comme  l'in- 
dique Prony,  il  faudrait  que  2™,5i5  représentât  OB  =/7,  et  non  OA, 
ce  qui  donnerait  au  parallélogramme  une  forme  plus  allongée  que 
celle  que  Watt  adoptait.  Avec  les  données  que  je  prends,  c<  est  égal  à 
o,  077,  ou  à  l\° 2& ;  et  si  l'on  se  sert  de  la  formule  (3  pour  calculerc?, , 
on  trouve  pour  cette  déviation  une  valeur  supérieure  de  ^^  à  celle 
que  donne  l'équation  (4),  soit  à,  =  0,000527. 

Cherchons  maintenant  si,  en  conservant  l'égalité  des  droites  OB, 
BA,  es,  ou  n'aurait  pas  quelque  avantage  à  placer  CZ  un  peu  plus 
près  du  point  O  que  ne  le  faisait  Walt.  Dans  ce  cas,  quand  le  côté 
TS  coïncidera  avec  CS,  le  point  M  devra  aller  sur  le  cercle  O  jusqu'à  . 
une  position  P  à  droite  de  H,  et  telle  que  CP  =  2rt;  alors  le  balancier, 
toujours  parallèle  à  TM,  ne  sera  pas  exactement  dans  sa  position 
moyenne,  mais  fera  avec  l'horizon  un  très  petit  angle.  Supposons 
qu'à  partir  de  cette  époque  l'extrémité  A  s'élève;  l'articulation  S 
s'élèvera  aussi,  et  le  point  M  se  déplacera  sur  son  arc  de  cercle  à 
gauche  de  P;  la  relation  (i)  étant  toujours  vraie,  ou  voit  que  la  dé- 
viation, mille  quand  SI  est  en  P,  se  fait  d'abord  à  gauche  de  CZ,  re- 
devient mille  quand  M  passe  en  H,  puis  a  lieu  à  droite  de  CZ,  poin- 
s'annuler  une  troisième  fois  quand  M  arrivera  en  H'.  Cela  montre 
comment  CZ  doit  être  placée  par  rapport  à  la  trajectoire  du  point  T, 
qui  est,  ou  lésait,  une  courbe  à  longue  inflexion;  l'arc  décrit  par  T 
dans  son  mouvement  ascendant  passe  à  droite  de  la  tangente  d'in- 
flexion CD,  pour  venir  la  traverser  au  point  D,  après  avoir  subi  une 
seconde  inflexion;  il  faut  donc  que  CZ  soit  dirigé  un  peu  à  droite  de 
CD,  de  manière  à  couper  l'arc  aux  trois  points  C,  T,,  T^,  qui  seront 
les  positions  du  point  T  quand  M  sera  en  P,  H  et  H'.  [>a  figure  montre 
clairement  que,  pour  restreindre  autant  que  possible  la  distance  de  T 
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à  la  droite  CZ,  celle-ci  doit  être  dirigée  de  manière  que  le  maximum 
d'écart  pendant  le  parcours  de  l'arc  CT  ait  la  même  valeur  absolue, 
0, ,  que  lorsque  T  va  de  T,  en  T...  Quand  T  atteint  cette  dernière  posi- 
tion, on  peut  supposer  que  la  demi-oscillation  du  baluncier  soit  ter- 


minée, la  déviation  étant  rigoureusement  nulle  ;  mais  il  est  plus  ra- 
tionnel de  prolonger  un  peu  l'excursion  du  balancier  de  manière  que 
T  vienne  en  T3  [fig-  2),  à  la  distance  0',  de  CZ;  M  sera  alors  en  Q  à 
gauche  de  H'. 

Faisons  POl  =  o,  QOI  =  i}-. 

Les  équations  fa)  sont  encore  vraies  ;  mais,  p  étant  la  projection  de 
P  sur  CH,  ou  peut  prendre  sans  erreur  appréciable  CP  =^  Cp,  et 
Ton  a 

CI=:CP  —  IyO  =  2rt-  Rsino. 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (2),  comme  nous 
avons  fiùt  dans  le  premier  cas,  on  trouvera  pour  la  déviation 


^        R   cos.r  —  cosz  j  v/Ri  sinç  —  sin.r    \ ^a  — R   sin  œ  —  sin.-r  !] 
la  —  R  sino  —  sin.r 
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Nous  considérerons  encore  la  valeur  approchée 


cosa 


ysuî'f  —  sin.î'i/  —, 


je  remplace  les  sinus  et  cosinus  par  les  premiers  termes  de  leurs  déve- 
loppements en  série,  et  je  considère  le  carré  du  résultat  de  cette  sub- 
stitution, 

(5)  z  =  i{u'-x^;-{(p-x-); 

celte  quantité,  qui  augmente  et  diminue  en  même  temps  que  â,  est 
maximum  quand  x  satisfait  à  l'cqucition 

5x^  —  [\'^x  —  a-  =  o . 

Si  l'on  élimine  x  entre  cette  équation  et  la  précédente,  l'équation 
résultante  a  pour  racines  les  maxima  de  a  : 

^^^  (  =  i6(25a''+  !5«^ç;=-4'/)(5a" -l-Sia'f^-isS'jJE). 

Nous  avons  vu  que  les  deux  valeurs  maxima  de  rj  doivent  être  égales; 
l)our  exprimer  que  les  racines  de  l'équation  précédente  sont  aussi 
égales,  j'écris  qu'elle  a  une  racine  commune  avec  son  équation  déri- 
vée; l'élimination  de  i  donne  lieu  à  \in  calcul  plus  court  que  si  l'on 
applique  la  condition  d'égalité  des  racines  de  l'équation  du  second 
degré,  et  le  résultant  j^eut  se  mettre  sous  la  forme  très  simple 

(5  a-  —  9-)-  (5a^  -+-  49')'  =  "• 

Il  faut  donc  prendre  o'  =  5a-,  -i;  =  «  V  5?  pour  que  les  valeurs  maxima 
de  £,  et  par  suite  celles  de  c?,  soient  égales;  l'équation  (6)  admet  alors 
pour  racine  double 

''  ~   \  5  /     ~  25v'5' 
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la  déviation  correspondante  est 


Reste  à  chercher  la  position  du  point  Q,  ce  qui  revient  à  calculfr  la 
valeur  de  jc  immédiatement  inférieure  à  —  a  pour  laquelle  £  =  j,  ;  on 
aura,  en  remplaçant  dans  1  équation  (5)  ç  par  «y/S,  et  epar  j,, 

=  =  7(x-—  U  j-id^/ti  —  JC); 

25v5        ^ 

on  tiouve,  par  approximations  successives,. r  =  —  i  ,3/|i.  a  =  —  o,6ooç; 
à  est  très  sensiblement  les  |  de  o.  Si  donc(^  est  la  projecûoii  de  Q  sur 
CH,  les  segments  Ip,  Iq  sont  dans  le  rapport  de  5  a  3-,  or  les  déplace- 
ments horizontaux  des  points  A  et  M  sont  pre.-quf'  égaux,  et,  quand  M 
est  sur  la  verticale  01,  A  est  très  près  de  CZ;  cette  droite  divise  donc 
la  flèche  A'F  dans  le  rapport  de  5  à  3,  le  plus  grand  segment  se  termi- 
nant en  A'  :  c'est  le  résultat  indique  par  M.  Tehéhicheff. 

Pour  exprimer  5,  en  fonction  des  données  de  In  quostion,  écrivons 
que  AF  =  pcj,  ou  sensiblement  I{(c  +  i{^  ^  : 

R(^  +  <f)  =  fR9=r/irtsin-|5; 

substituant  ia  valeur  de  o  dans  (7),  on  t-ouve  pour  'a  déviation 
maximum 


R 


en  com|)arant  avec  la  formule  (4),  on  voit  qu'avec  la  modification 
que  nous  avons  justifiée  la  déviation  est  à  peu  près  diminuée  des 
deux  tiers  de  sa  première  valeur. 

La  construction  du  parallélogramme  articulé  ne  sera  guère  compli- 
quée par  les  règles  précéJentes;  on  tracera  la  corde  et  la  flèche  de 
l'arc  que  l'on  veut  faire  décrire  à  l'extrémité  du  balancier;  la  droite 
que  doit  suivre  la  tige  du  piston  sera  menée  parallèlement  à  la  corde 
aune  distance  égale  aux  |  de  la  flèche  ;  enfin,  pour  placer  le  |ioint  d'at- 
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tache  C  du  conlrebalnncier,  on  décrira  du  point  A'  comme  centre,  avec 
AT  pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  conpern  CZ  en  un  point  C;  C 
sera  au-dessous  de  C  à  une  distance  égale  à  P/^  qu'on  pourrait  négli- 
ger, mais  dont  la  grandeur  est  sensd)lement 

R  (  cos  Cf.  —  coso  j  -=  p  R  i:p-  =  — -  sm  '  -'j  — —  ; 


avec  les  données  numériques  que  nous  avons  considérées,  cette  loii- 

gtieur  ser 

quemen!. 


gtieur   serait  de  o"',oo25,  et  on  peut    toujours   la   construire  graplu- 
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Ititégrotiun,    sous   fui  me  finie,    de    trois   espèces    cl'  équations 
différentielles  linéaires,  h  coefficients  variables  ; 

Par  31.  Désiré  ANDRÉ. 


La  seule  méthode  vraiment  pratique  que  l'on  possède  actuelle- 
ment pour  rintégration,  sous  forme  finie,  des  équations  différentielles 
ordinaires,  est  celle  qu'on  emploie  pour  intégrer  les  équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  constants.  L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'en 
présenter  une  atiire,  aussi  pratique  pour  le  moins  que  la  précédente, 
mais  infiniment  plusgénérale,  puisqu'elle  permet  d'intégrer,  sous  forme 
finie,  trois  espèces  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
variables,  et  que  c'est  précisément  dans  l'une  de  ces  trois  espèces 
que  rentrent,  pour  y  constituer  une  simple  variété,  toutes  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  constants. 

I^es  équations  différentielles  de  la  première  de  ces  trois  espèces 
s'intègrent,  comme  on  le  verra,  sous  forme  finie,  à  l'aide  des  seules 
fondions  algébriques  rationnelles;  celles  de  la  deuxième,  par  des 
fonctions  algébriques  rationnelles  et  des  exponentielles  de  la  forme  n'^; 
celles  de  la  troisième,  par  des  fonctions  algébriques  rationnelles  et  des 
logarithmes  de  la  foime  LCi  —  ax). 

Pour  chacune  de  ces  trois  espèces,  nous  donnons  l'expression  gé- 
nérale (le  l'intégrale,  de  façon  que  celle-ci  peut  s'écrire  sans  ombre  de 
tâtonnement.  Dans  la  seconde  et  la  troisième  espèce,  à  la  vérité,  cette 
expression  suppose  la  résolution  préalable  d'une  certaine  éepiation 
algébrique,  que   nous  appelons  Yéquatioii   caractéristique  de  i'équa- 
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lion  différentielle  à  intégrer  :  la  nécessité  d'un  pareil  calcul  se  présente 
déjà  dans  le  cas  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
constants,  lesquelles  rentrent  d'ailleurs  dans  la  seconde  de  nos  trois 
espèces.  Mais,  et  c'est  là,  ce  nous  semble,  un  fait  très  remarquable,  la 
formule  que  nous  donnons  pour  intégrer  les  équations  différentielles 
de  notre  première  espèce  n'exige  nullement  la  résolution  ni  de  cette 
équation  caractéristique,  ni  d'aucune  équation  algébrique  d'un  degré 
supérieur  au  premier. 

C'est  en  étudiant  la  sommation  des  séries  entières  ([ue  nous  sommes 
parvenu  à  cette  méthode  d'intégration  pour  ces  trois  espèces  d'équa- 
tions différentielles.  Celte  méthode  nous  parait  nouvelle;  elle  donne 
l'intégrale  sous  forme  finie;  elle  s'applique  à  un  liés  grand  nombre 
d'équations  différentielles;  elle  offre  surtout  cet  avantage  d'être  tout 
à  fait  pratique  :  nous  l'avons  résumée  antérieurement  dans  une  courte 
Note  que  notre  illustre  maître,  M.  Ilermite,  a  bien  voulu  présenter  (') 
à  l'Académie  des  Sciences. 


I.  —  Préliminaires. 

1.  Soit  une  équation  différentielle  linéaire,  d'ordre  quelconque  «, 
sans  second  membre,  à  coefficients  constants  ou  variables,  et  relative 
à  une  fonction  Y  de  la  seule  variable  indépendante  x.  Si  nous  dési- 
gnons par  Yj,  YJ\  Y„",  ...  les  valeurs  pour  .r  =  o  de  la  fonction  Y 
et  de  ses  dérivées  successives,  puis  que  nous  prenions  par  rapport 
W  X  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque,  mais  suffisamment  élevé,  des 
deux  membres  de  cette  équation  différentielle,  en  remplaçant  .r  par 
zéro  dans  le  résultat  du  calcul,  forcément  nous  arriverons  à  une  équa- 
tion ne  contenant  plus  Y  ni  or,  dont  le  second  membre  sera  nul  e! 
dont  le  premier  sera  la  somme  des  quantités  Yp",  Y,""'',  Y'^"-',  ..., 
respectivement  multipliées  par  des  fonctions  de«.  Cette  dernière  équa- 
tion subsistera  pour  toutes  les  valein-s  de  n  siqiérieures  à  un  entier  dé- 
terminé V,  et  nous  la  nommerons  Véqiiaiion  dcrii'c'e  de  l'équation  diffé- 
rentielle considérée. 


Dans  la  séance  du  3  février  187g. 
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A  toute  équation  différentielle  linéaire  correspond  nne  pareille  équa- 
tion dérivée.  Celle-ci  peut  affecter  évidemment  une  multitude  de 
formes  diverses.  Nous  disons  qu'elle  est  régulière  lorsqu'elle  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

K„F(//)Y-  +  K,F(/i-  i)Y;-"+  ...   4-K,F(«-^)Yr^==o, 

dans  laquelle  r(«)  représente  une  fonction  quelconque  de  }i  et  où 
les  coefficients  K  ainsi  que  l'entier  /%  sont  indépendants  de  //,  c'est  à- 
dire  constants. 

Dans  le  présent  Mémoire,  nous  n'étudions,  pour  les  intégrer,  quo 
les  seules  équations  différentielles  linéaires  dont  les  équations  dérivées 
sont  des  équations  dérivées  régulières. 

2.  Evidemment  ces  équations  différentielles  linéaires,  assujetties  à 
avoir  des  équations  dérivées  régulières,  nesont  point  deséquations  quel- 
conques ;  mais  elles  constituent,  dans  la  grande  classe  des  équations 
différentielles  linéaires  sans  second  membre  et  à  coefficients  constanls 
ou  variables,  un  genre  fort  intéressant  et  d'une  très  vaste  étendue. 

Ce  genre  contient  vraisemblablement  une  infinité  d'espèces,  carac- 
térisées chacune  par  une  forme  particulière  de  la  fonction  I'"(«;.  Nous 
n'essayerons  point  de  les  classer  :  une  telle  opération  est  peut-être 
impossible.  Nous  montrerons  seulement  comment  on  est  amené  na- 
turellement à  les  distinguer. 

Jusqu'ici  nous  en  avons  distingué  trois,  renfermant  chacune  une 
infinité  d'équaiions  différentielles  linéaires  que  nous  sommes  parvenu 
à  intégrer  toutes.  Ces  trois  espèces  d'équations  différentielles  se- 
seront  pour  nous,  par  une  raison  purement  chronologique,  les  trois 
premières  espèces  du  genre.  Elles  sont  respectivement  caractérisées 
par  les  trois  égalités 


"!/!«) 


3o 
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dans  lesquelles  nous  désignons  par  t  un  entier  supérieur  à  zéro,  par  s 
un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  et  pary(n)  un  polynôme  quelconque, 
entier  par  rapport  à  «  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Si,  dans  la  seconde  de  ces  trois  égalités,  nous  supposons  s  égal  à 
zéro  etj{n)  égal  à  l'unité,  nous  trouvons  que  F(«j  est  aussi  égal  à 
l'unité.  Celte  valeur  de  la  fonction  F  (72)  correspond  aux  équations  dif- 
férentielles linéaires  à  coefficients  constants,  et  l'on  voit  par  là  que  ces 
dernières  équations  différentielles  rentrent, comme  variété  particulière, 
dans  la  seconde  de  nos  trois  espèces. 

3.  Comme  exemples  d'équations  différentielles  linéaires  numériques 
appartenant  respectivement  à  ces  trois  espèces,  nous  citerons  : 
Dans  la  première  espèce, 

{ôc'^  -^  œ^  +  .V-  :-—  -t-  {^iX^  -^  X-  —  2x)  —-  -h  {-îx-  —  a:  -h  "2)^  =  o, 
dont  l'équation  dérivée  est  l'équation  régulière 
_Ly'"'  • 


r  !  «      "  '  n  —  I    !    «  —  i         "  i  »  —  o.  j  ! 


n  —  2  /  !   «  —  2 


laquelle  nous  donne 


^     '  ii'.n 


et  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2; 
Dans  la  deuxième  espèce, 

X-  ■ r  —  2X[X  -h  \) H  aix  -k-  l)\  =0, 

(IX'  ^  '  dx  ^  ' 

dont  l'équation  dérivée  est  l'équation  régulière 


,!  -'O 


!  "  —  I , 


laquelle  nous  donne 


et  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2; 
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Enfiii,  dans  la  troisième  espèce, 

{x'-  7a  =  +  i-xjc-)'^^  (5,x'-=-'28xH-  36)  ^  +  (4^  -  i/'i)^,,^  =  o, 
tloiit  i'équ.Tlion  dérivée  est  l'équation  régulière 

^^        «!         ^«  7  („_,)!  ïo        -+-        („._2)!        ^0        -O' 

laquelle  nous  donne 

n{n  -f-l) 


Ff/i' 


et  subsiste  encore  jiour  tontes  les  valeurs  de  //  supérieures  à  2. 

C'est  à  ces  trois  équations  ilifférenlielles  que  nous  appliipierons  la 
luétliode  d'intéi^ration  que  nous  allons  exposer. 


II.  —  Tntc'gration,  par  les  séries,  de  toutes  les  équations  différentielles 

du  genre. 

■i.   Eu  conservant  les  notations  cjui  précédent,  nons.avons,  d'après 
la  formule  de  Maclaurin, 


Y  — Y  -1- :1y"'-+- —  Y'-'-f- —  Y'"  + 

et  cette  formule  nous  montre  que,  pour  déterminer  Y,  il  suffit  de  cal- 
culer les  valeurs  numériques  des  quantités  Y,,,  YJ',  Y„-',  Y'j",  ....  Ce 
calcul  est  le  fondement  de  la  méthode  générale  cpie  nous  avons  donnée 
naguère  (')  pour  intégrer,  à  l'aide  des  séries,  et  quels  qu'en  soient 
les  coefficients  et  les  seconds  membres,  tontes  les  équations  différen- 
tielles linéaires.  Nous  ne  faisons  ici  qu'appliquer  cette  méthode  gé- 
nérale aux  équations  différentielles  du  genre  c}ue  nous  considérons, 
c'est-à-dire  aux  écjuations  différeulielles  linéaires,  sans  second  membre 
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et  à  coffficienis  variables,  dont  l'équation  cUrivée  (i)  e^t  une  éqii.i- 
tion  régulière. 

5.  L'équation  différentielle  que  nous  considérons  étant  supposée 
d'ordre  o,  nous  pouvons,  sauf  dans  des  cas  tout  à  fait  exceptionnels 
dont  noiis  donnerons  un  exemple  (19),  nous  pouvons,  disons-nous, 
attribuer  aux  a  quantités  Y„,  Y'^,",  Y\;',  ...,  Y^;'""  des  valeurs  arbi- 
Iraires.  Ces  valeurs,  que  nous  désignerons  par  C,,  Co,  Cj,  ...,  C„, 
seront  les  constanles  arbitraires  de  l'intégrale  que  nous  calculons, 
l'uisqu'elles  sont  distinctes  et  que  leur  nombre  est  ordinairement 
(gai  à  l'ordre  a  de  l'équation  différentielle,  cette  intégrale,  ordinaire- 
ment aussi,  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  con- 
sidérée. 

11  est  évident  que  celte  équation  différentielle  nous  permettra  elle- 
même  de  calculer  de  proche  en  proche,  en  fonction  des  constantes  ar- 
bitraires C,,a,  C3, ...  ,C,„  les  valeursdes  quanti  tés  Y';>,Y;,"-^",Y';;-^^',  .... 
Nous  calcideions  ces  diverses  valeurs  jusqu'à  celle  de  Y'^'  inclusive- 
ment, v  désignant  (1)  l'entier  auquel  l'ordre  n  de  l'c-qualiou  d('r:vée 
est  constamment  supérieur. 

Cvs  calculs  effectués,  le  polynôme 

V     -1-    il  Y  '  '  -U  —    Y  2       r_  ■''   V  ^    J_  -X-'ll.  V''l 

"         I  !      "  2  !      "  3  !      "    '^  '  •  •    '    .^  I       u  ' 

qui  constitue  le  comiuencement  du  développement  de  Y  et  qui  pré- 
sente V  +  I  termes,  aura  tous  ses  coefficienis  exprimés  en  fonction  des 
constantes  arbitraires  C,,  C^,  (%,  . .  . ,  L\,. 

6.  Considérons  mainteniuit  l'équation  dirivée  (î) 

K„F(«)Y';'H-  K,F(«  -  .)Y;r'  +  . . .  -^  li,Y{n  -  /.■  YJ"*' =  o, 
et  posons 

F(«)Y',r  =  <'„. 

Nous  trouvons  cette  nouvelle  équation 

K.„  (•„  -t-    K  ,  C,,^  ,  -h  K„  ('„_,  -)-...      f-   K^  i'„_;.  =::  o, 
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qui,  de  même  que  l'équation  dérivée  d'où  on  la  tire,  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  v,  et  sur  laquelle  nous  voyons 
que  c„  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite, 
dont  l'équation  généralrice  est  l'équation 

K„x*+  K,x''-'-\-K.,x''---h  ...  -+-K^  =  o, 

qui  est  du  degré  />•,  et  que,  par  une  extension  naturelle  dune  ex- 
pression usitée,  nous  nommerons  V  équation  caractéristique  de  l'équa- 
tion différentielle  proposée. 

En  nous  appuyant  sur  les  travaux  de  Moivre('),  d'Euler  (-)  et  de 
Lagrange  ('),  nous  savons,  à  l'aide  des  racines  de  cette  équation 
caractéristique,  écrire  c„  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  par  rap- 
port à  72  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  n",  et  présentant  k  coef- 
ficients indéterminés.  Mais  l'équation 

F(«)Yr=^„, 

que  nous  avons  posée  plus  Inut,  nous  donne 

Donc  Yp' s'exprime  à  l'aide  d'iuie  expression  connue  de  ii,  qui  con- 
tient A-  coefficients  indéterminés. 

Évidemment,  >î;  est  au  plus  égal  à  la  plus  petite  valcL.r  [)ossible  de  //, 
c'est-à-dire  à  v  +  i.  Donc  nous  pourrons  toujours  déterminer  ces 
/i  coefficients  en  fonction  des  w  constantes  arbitraires  C,,  C^,  C3.  . .  . , 
C(o.  11  nous  suffira,  pour  cela,  de  résoudre  par  rapport  à  ces  k  coeffi- 
cients les  k  équations  du  premier  degré  qu'on  obtient  en  égalant  les 
quantités 

F(v— /!-4-i'      Fv— X-t-2i'     '"'    F(v  — i'      FT' 


(')   Miscellanea  analytica. 
(']   Introductio  in  Analysin. 
(')   OEuvres  complètes,  i"  série. 

Journ.  de  Math,  {'i'  scrie^  tome  VI,  —  Janvier   iSSo. 
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qui  sont  exprimées  au  moyen  de  ces  coefficients,  aux  quantités  cor- 
respondantes 

Yv— i  +  l|  -v' '—*+■'  -y  '— 1  "Vil) 

0  >        ^0  1       ••■'       •'-ot        ■'■0» 

qui  sont  exprimées  en  fonction  des  constantes  arbitraires. 

Ces  coefficients  déterminés,  et  leurs  expressions  portées  dans  i>„,  le 

quotient  — ^  se  transforme  en  une  fonction  de  n  et  de  nos  constantes 

'  F  «  ! 

arbitraires;  la  série  dont  il  exprimait  le  ter. ne  général  gagne  les 
A- termes  Y;-*"^",  T^"''*'^',  . . . ,  Y;"'  ,  Y'j',qai  précèdent  le  terme  ¥*„-"  où 
elle  commençait  d'abord.  Si  nous  désignons  par  X  le  polynôme 


Y   -4- ^Y"'-^  —  Y -'-4-  I       •'•'        yt' 


(■'-*■) 


» 


qui  est  entier  en  x  et  qui  s'annule  lorsque  k  est  égal  à  v  +  i,  l'inté- 
grale dont  nous  nous  occupons  peut  s'écrire 


et  cette  formule  nous  donne,  à  l'aide  des  séries,  une  intégrale,  qui  est 
d'ordinaire  l'intégrale  générale,  pour  toutes  les  équations  différen- 
tielles linéaires  appartenant  au  genre  que  nous  considérons. 

7.  Cette  intégrale  se  compose,  on  le  voit,  d'un  polynôme  et  d'une 
série.  Dès  qu'on  saura  sommer  cette  série,  on  saura  écrire  cette  inté- 
grale sous  forme  finie,  en  sorte  que  l'intégration  sous  forme  finie  des 
équations  différentielles  linéaires  du  genre  considéré  se  ramène  à  la 
sommation  des  séries  entières  dont  le  terme  général  V„  est  défini  par 
l'égalité 

dans  laquelle  F(h)  désigne  une  fonction  quelconque  de  ii  et  où  Cnest 
le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 

Il  y  a  corrélation  complète  entre  cotte  intégration  et  cette  somma- 
tion ,   et  par   suite    entre  les  équations  diiiérenticlles  linéaires,  sans 
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second  membre  et  à  coefficients  variables ^  dont  l'équation  dérivée 
est  régulière,  et  les  séries  entières  dont  le  terme  générai  affecte  la  forme 
qu'on  vient  d'écrire.  Dans  ce  genre  d'équations  différentielles  et  ce 
genre  de  séries,  où  les  espèces  nous  paraissent  être  en  nombre  infini, 
à  chaque  espèce  de  séries,  caractérisée  par  une  forme  particulière  de 
la  fonction  F(h),  correspond  une  espèce  d'équations  différentielles, 
caractérisée  parla  même  forme  de  la  même  fonction.  Dès  qu'on  saura 
sommer  les  séries  d'une  certaine  espèce,  on  saura  intégrer  les  équa- 
tions différentielles  de  l'espèce  correspondante. 

Dans  l'état  actuel  de  la  Science,  il  nons  semble  que,  parmi  les  séries 
du  genre  considéré,  on  n'en  sait  sommer  que  trois  espèces,  à  savoir 
les  séries  récurrentes  sommées  (')  par  Moivre  à  l'aide  des  fraclions  ra- 
tionnelles, les  séries  que  nous  avons  sommées  (')  nous-méme  à  l'aide 
des  exponentielles,  et  celles  que  nous  avons  sommées  (')  à  l'aide 
des  logarithmes.  Ces  trois  espèces  répondent  aux  trois  formes  du  terme 
général  U„  données  par  ces  trois  égalités 

U    =  --  x" 

U    — ^ '!i x" 

"         n  [il  +  \)  [n  -\-  i) .  .  .[n  +  t  ~  \)        ' 

dans  lesquelles  nous  désignons  par  t  un  entier  supérieur  à  zéro  et 
par  u„  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite  quel- 
conque. 

Ces  trois  formes  du  terme  général  U„,  avec  toutes  celles  qui  peuvent 
s'y  ramener,  correspondent  évidemment  aux  trois  formes  de  la  fonc- 
tion F(«)  que  nous  avons  données  précédemment  (2),  et  les  trois  es- 
pèces de  séries  que  nous  considérons  correspondent  aux  trois  espèces 
d'équations  différentielles  que  nous  nous  proposons  d'intégrer. 

C'est  parce  que  nous  savons  sommer  toutes  ces  séries  que  nous  sa- 
vons intégrer  sons  forme  finie  toutes  ces  équations  différentielles.  Si 

(')  Misccllaiiea  analytica. 

y]  Compta  rendus  tics  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  i5  avril  1878. 

(^)  Ibid.,  séance  du  16  décembre  1878. 
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l'on  découvrait  la  manière  de  sommer  une  quatrième,  une  cin- 
quième, etc.,  espèce  de  séries  du  genre  que  nous  étudions,  on  saurait 
immédiatement,  d'après  ce  qui  précède,  intégrer  sous  forme  finie  une 
quatrième,  une  cinquième,  etc.,  espèce  d'équations  différentielles.  Il 
y  a  là  tout  un  nouveau  champ  de  recherches,  pour  ainsi  dire 
ini  xploré. 


•    III.  —   fntégralion,  sous  forme  finie,  des  équations  différentielles 

dt  la  première  espèce. 

8.  La  première  e.^pèce  de  nos  équations  différentielles  est  caracté- 
risée (2)  par  l'égalité 

dans  laquelley  («)  est  un   polynôme  quelconque,  entier  par  rapport 
à  7i  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Pour  toute  équation  différentielle  de  cette  espèce,  la  formule  (6) 
d'intégration  prend  la  forme 


Or J[n)  et  i>„  soîit  deux  ]ioIynômes  connus,  entiers  par  rapport  à  n 
et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a",  dont  les  coefficients  sont,  dans 
le  premier,  numériques,  et,  daiis  le  second,  fonctions  des  constantes 
arbitraires  C,,  C2,  ...,  C„.  Leur  produit  y  (  7i)i'„  sera  tout  à  fait  ana- 
logue à  chacun  d'eux  ;  en  d'autres  termes,  il  ne  sera  antre  chose  que  le 
terme  général  u„  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  dont  l'équa- 
tion génératrice  se  déduirait  immédiatement  de  la  forme  même  du  pro- 
âu\\J{n)v,i.  Donc  l'intégrale  précédente  peut  s'écrire 

+  » 
Y  =  X  +    ^^^  u,.x", 

et,  sous  cette  dernière  forme,  nous  voyons  que,  pour  exprimer  Y  sans 
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série  infinie,  nous  n'avons  qu'à  sommer  une  série  appartenant  juste- 
ment à  la  première  des  trois  espèces  (7),  que  nous  savons  sommer. 

9.  Les  séries  de  celle  première  espèce  ne  sont  évidemment  autre 
chose  que  les  séries  récurrentes  ]iropre!i!ent  dites.  Depuis  les  beaux  tra- 
vaux de  Moivre,  d'Euleret  de  Lagrange,  leur  somme  est  bien  connue  : 
c'ej-t  une  fraction  rationnelle,  dont  le  dénominateur  est  le  polynôme 

entier  en   x  qu'on   obtient   en  remplaçant  x  par  -  dans  le  premier 

membre  de  l'équation  génératrice  et  en  multipliant  ensuite  par  la  ])!us 
haute  puissance  de  xqui  figure  dans  ce  premier  membre,  et  dont  le 
numérateur  est  un  polynôme  entier  en  jc,  d'un  degré  inférieur  d'une 
unité  à  celui  du  dénominateur,  dont  les  coefficients  se  déterminent  a 
l'aide  des  coefficients  des  premiers  termes  de  la  -série  et  qu'il  faut 
multiplier  par  la  puissance  de  jc  qui  figure  dans  le  premier  terme  de 
cette  série. 

La  connaissance  deu„  nous  conduit  directement  à  celle  du  dénomi- 
nateur $  or)  de  cette  fraction  rationnelle.  Si  nous  en  désignons  le  nu- 
mérateur, dont  les  coefficients  sont  calculés  comme  nous  venons  de 


;r 


dire,  |)ar  l'expression  o(jr),  puis  que  nous  multipliions  cette  expression 


par  x''  *"*"',  nous  avons 

Y  =  X  +  1^  X-'-*-  , 

<l>(.r) 

et  il  suit  de  ce  qui  précède  qu'au  second  membie  de  cette  formule  les 
coefficients  sont  ou  numériques,  ou  exprimés  à  l'aide  des  constantes 
arbitraires  C,,  Co,  C3,  .  . .,  C„. 

Telle  est  la  formule  générale  d'intégration,  sous  forme  finie,  de 
toutes  les  équations  différentielles  de  notre  première  espèce.  Elle  ne 
contient,  on  le  \o\t,  que  des  fonctions  algébriques  rationnelles. 

10.  Dans  les  raisonnements  qui  précèdent,  nous  nous  sommes  ap-- 
|myé    sur  les  racines,   supposées  connues,   de   l'équation   caractéris- 
tique 

R„.x-^  +  K,  x'-'  -h  R,x*-=  H-  . . .  -^  K;,  =  o. 

Mais,  chose,  selon  nous,  très  remarquable,  pour  intégrer  il  est  inu- 
tile de  résoudre    Cilte   équation.    En    eifet,   connaissant   d'une   pari 
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l'équalion  génératrice  de  v„,  de  l'autre  celle  du  polynôme/f«,,  qui 
n'est,  lui  aussi,  que  le  terme  général  d'une  série  récurrente,  on  obtieiit 
inniiédiatement  celle  du  produit/ (7t)i'„,  c'est-à-dire  celle  de  m„.  Les 
racines  de  celte  dernière  équation  génératrice  sont  les  produits  qu'on 
obtient  en  multipliant  chaque  racine  de  la  première  équation  généra- 
trice par  chaque  racine  de  la  seconde,  et  le  degré  de  multiplicité  de 
chaque  racine  ainsi  constituée  est  la  somme,  diminuée  d'une  unité,  des 
degrés  de  multiplicité  des  deux  racines  constituantes. 

On  écrira  donc,  sans  résoudre  l'équation  caractéristique,  le  dénomi- 
nateur <l'(x).  Quant  au  numérateur  tp  (r),  on  en  déduira  les  coefficients- 
de  la  considération  des  valeurs  des  premiers  termes  de  la  série  que  l'on 
somme,  valeurs  calculées  en  fonction  des  constantes  arbitraires  C,,  Cj, 
Cj,  ...,  C„,  soit  à  l'aide  de  l'équation  différentielle  elle-même,  soit, 
pour  les  termes  éloignés,  à  l'aide  de  l'équation  dérivée. 

11.  Pour  donner  un  exemple,  considérons  l'équation  différentielle 

déjà  citée  (5) 

d'Y         ,,      ,  „  dY 


■x-\ 


(4x'  4-  a--  —  2x)  —  +(2x'  —  a-  -i-2)Y—  o, 


djc^         ^  ^  '  dx 


dont  l'équation  dérivée  est  l'équation 

'       Vl'iî    j \ Y"'^''-4-  î ¥'""-'=:    O 


OÙ  nous  avons  à  la  fois 


^  n'.n 


V  =  2,        A=   2. 

L'équation  différentielle  considérée  nous  donne  immédiatement 

d'où  nous  déduisons 

X  -  o. 

L'équation  génératrice  de  c^est 

X-  -f-  a;  -t-  I  ==  o, 
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et,  comme  \c\  fin)  est  simplement  égal  à  n.  celle  de  //„  est 

{x-  +  X  +  \  ^  —  o. 
Donc  nous  avons 

Y  ).o  -f-  ).|X  4-  ).,x'  -1-  >.3.r' 

En  calculant  les  coefficients  dn  numérateur  l\  l'aide  des  valeurs  de 
Y<„",  Y'g-',  Y^f' ,  Y|j*  ,  données  soit  par  l'équation  différentielle  elle- 
même,  soit,  pour  les  dernières,  par  l'équation  dérivée  qni  précède,  on 
trouve  finalement 

Y  _  C,-;-  lyCt-i-  aC,)  J  -t--^C;J:' 

OU  bien,  en  remplaçint  simplement  ^Co  par  Co. 

Y  _  C,J+  2(C,  +  C,)x'-f-C3ar' 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équafion  différentielle  considérée. 
Nous  l'avons  obtenue,  on  le  voit,  sans  avoir  eu  besoin  de  résoudre 
l'équation  caractéristique. 

IV.  —  Intégration,  sous  forme  finie,  des  équations  différentielles 
de  la  deuxième  espèce. 

12.  Notre  deuxième  espèce  d'équations  différentielles  est  caractéri- 
sée (2)  par  l'égalité 

'         ri'./  [n' 

dans  laquelle  s  ilésigne  un  nombre  entier  quelconque,  positif,  nul  ou 
négatif,  etf{ii;  un  polynôme  quelconque,  entier  par  rapport  à  n  et  h 
des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Pour  toute  équation  de  cette  espèce,  notre  formide  générale  [d 
nous  donne  l'égalité 


Y  --  X  -i-    >     /  '        ,  x" 
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laquelle,  si  l'on  pose 
peut  s'écrire 

Y  =  X  -h  x-^  y     ,   ""^',,  .r"+S 

OU  bieu  encore,  si  l'on  change  la  limite  inférieure  du  2, 
Y-=X  +  :r-'    V      ""-.r". 

«-A  +  j+l 

Tout  le  calcul  revient  donc  à  sommer,  sous  forme  finie,  les  séries 
dont  le  terme  général  U„  est  donné  par  l'égalité 

U   —  —  /r" 

"         /;  !  ' 

dans  laquelle  u„  représente   le  terme  général  d'une  série  récuirente 
j)roprenient  dite  quelconque. 

13.  Les  séries  dont  le  terme  général  peut  se  ramener  à  celle  forme 
sont  les  séries  de  noire  seconde  espèce  (  7).  Elles  ont  été  sommées  par 
nous  dans  un  Mémoire  inséré  aux  annales  sciemijiques  de  l'Ecole 
Normale  ['),  et  dont  un  résumé  a  été  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  (^).  Pour  en  faire  connaître  le  résultat,  nous  rappellerons 
d'abord  que,  si  l'on  désigne  par  a  l'une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  génératrice  de  ii„  et  par  a  son  degré  de  multiplicité,  on  a 

en  étendant  le  2  à  toutes  les  racines  de  l'équation  génératrice  et  dési- 
gnant par  Ça[/i)  le  polynôme 

qui  est  entier  en  ?i  et  du  dpgré  a  —  i . 

('  )  Année  187g. 

(')  Dans  la  séanre  ilii  i5  avril  1878. 
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Cela  élatit,  nous  ;ivoiis  prouvé  dans  ce  Mémoire  que,  si  l'on  pose 

/'■Q«y,  =  A;,A''Ô*^-  Aam  A*0''-^'  +  A/,^,  A''0''-^-  +  . . .  -4-  A„_,  A''0«-', 

on  a  identiquement,  en  convenant  d'étendre  le  premier  21  du  second 
membre  à  toutes  les  racines  de  l'équation  génératrice  et  en  désignant 
par  e  la  base  des  logarithmes  népériens, 


."^    " 


C'est  là  l'expression  sous  forme  finie  de  la  somme  obtenue. 
14.  Comme  nous  avons,  évidemment, 


nous  iioii\ons  eciire 


V  —  /i  -t-  .\  «  —  I 

Y  ==  X  —  .r-^  y    ^"",  x"  4-  .r-'V  V   rz\r''Q„,/, e"-'. 

0  U 

Telle  est  la  formule  générale  d'intégration  des  équations  différen- 
tielles de  notre  seconde  espèce.  On  voit  que  l'intégrale  qu'elle  fournit 
ne  contient,  abstraction  faite  des  fonctions  algébriques  rationnelles, 
que  des  exponentielles  de  la  forme  e"^ . 

Les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  coiistants  avaient 
déjeî  des  intégrales  de  cette  foraie.  Il  en  devait  être  ainsi,  puisque  les 
équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants  rentrent  dans 
notre  seconde  espèce,  dont  elles  constituent  une  simple  variété. 

On  voit  de  plus  que  la  formule  que  nous  venons  de  donner  néces- 
site, connue  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  la  résolution  de 
l'équation  caractéristique 

Ko -3:*  +  K ,  X*-'  -1-  K„ .t'-^  +  .    .  -h  K^.  =  o. 

Joiirn.  de  'lath.  (3*  série),  tome  VI.  —  Fi:vniEB   18H0.  O 
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15.  Appliquons  les  résultats  précédents  à  l'intégration  de  l'équation 
différentielle  numérique  de  deuxième  espèce 

x^  -r-  —  ix{x  -h  \)  ~ — h-  2  (x  +  1  )Y  =  o, 

dont  l'équation  dérivée  est  l'équation  régulière 

Y''"-2L^ — ll:Y'r"  =  o. 


n\  0  (n—  i]\      0 

qui  nous  donne  immédiatement 

F('0  - 


V  =  2,     A  =  I,     J  =  —  r,    J{n)=i 

Nous  avons  ici,  en  nous  reportant  à  la  première  forme  de  notre  for- 
mule générale  (12), 

Y=:x+y 


Nous  tirons  de  l'équation  différentielle  elle-même 

lo      'O,        1  Q    =(_.,,        IJ'=L.2 

et  de  l'équation  dérivée 

f„  ^  X  2". 

H  en  résulte 

X  =  C,x, 

2 

et  par  conséquent 

4    "    ^j»  « ■ 
La  somme  de  cette  dernière    série  se  voit  d'ailleurs    immédiate- 
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ment;  elle  est  égaie  à  e'^  —  i.  Donc  nous  avons  finalement 
on  bien,  en  remplaçant  C,  —  ^Co  par  C,  et  ^  C,  par  Co, 

1    —  kj  ^  OC  ~r~  L^2  ^  ^"    • 

Tflle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  considérée. 

V.  —  Intégration,  sous  forme  finie ,  des  équations  différentielles 
de  la  troisième  espèce. 

16.  Les  équations  différentielles  de  celte  troisième  espèce  sont  ca- 
ractérisées (2)  par  l'égaillé 

,     ,          (n -h  s){n -^  s -h  i).  .  .<'n  -h  s  ^  e  —  i) 
Fin)  =  ■ rj. ; ' 

dans  laquelle  j  désigne  un  entier  quelconque,  positif,  nul  ou  négatif, 
t  un  entier  quelconque,  mais  supérieur  à  zéro,  f(n)  un  polynôme 
entier  par  rapport  à  ti  et  à  ties  exponentielles  de  la  forme  a". 

Pour  toutes  les  équations  différentielles  de  cette  espèce,  notre  for- 
mule générale  d'intégration  (6)  devient 


/(")""  j^n 


-  *  +  t 


-+-  s]  [n  -j-  S  -h  i).  .  .[n-}-s-i-t 


Si  nous  posons 

J{n)i>„=  u„+s, 

cette  formule  peut  s'écrire 

Y  =  X  +  x-V    !i±i 


^n  [n  +  s\\n -^  s  —  \).  .  .   n-^s-^c — i) 
ou  bien 


X-'     S      ,     "°       -x". 

^n     n   n  -hi).  .  .[n  -i-t  —  i) 


Y  =  X  + 

'.—  k-i-S-hi 
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17.  Sous  celle  dernière  forme,  on  voit  immédialement  que  la  série 
qui  figure  dans  l'expression  générale  de  Y  a|>partieiit  à  la  troisième 
espèce  de  nos  séries.  Or  nous  avons  sommé  toutes  les  séries  de  celle 
troisième  espèce  dans  un  Mémoire  récent,  inséré  aux  Annales  scienti- 
fiques de  rÉcole  Normale  ('),  dont  ini  résumé  a  paru  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences  -),  et  qui 
repose  sur  cette  égalité  déjà  rajipelée  (15)  : 


l^a'.n)(i". 


Ce  point  de  départ  indiqué,  nous  avons  trouvé  qie  l'on  a 

V x"-~=  A(x)  +S, -T-S,. , 

à  la  condition  :  i°  de  représenter  p.ir  '^{x)  une  fraction  rationnelle  que 
notre  Tvlémoire  donne  le  moyen  de  former  et  qui  n'existe  que  dans  le 
seul  cas  où  l'équation  génératrice  de  u„  a  des  racines  dont  le  degré  de 
multiplicité  est  supérieur  à  ^;  2°  de  poser  à  la  fois 


1 

^^^h[t — \  —  h)\h\       a''.c^         ^ 


ax] 


en  désignant  par  L  un  logarithme  néf)éi  ien  et  convenant  d'étendre, 
dans  chacune  de  ces  deux  égalités,  le  premier  2  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  génératrice  de  u„. 

18.  On  a  évidemment 


y  — 

L^n     "[Il 


I  j ...;//  ^    /  —  1  j 

,-k+s 


(];(a-)  +  S,  +  S.  -   V 


In    n[n  -\-  n.  .  .  [n  -7-  t  —  i j 


a". 


,  '  )  Année  ibSo. 

(')  Séance  du  16  décembre  1878. 
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Donc,  pour  cette  troisième  espèce  d'écpiafions  différentielles,  linté- 
grale  est  donnée,  sons  forme  finie,  parla  formule 

Y  =  X  -^  ^-^«J.  (a-  )  H  ^-^Sl,  ^-  a-'S.  -  x-s  y    -, ^, —  x". 

1 

qui  nous  montre  que  Y  se  compose  uniquement  de  fonctions  algé- 
briques rationnelles  et  de  logarithmes  de  la  forme  L(i  —  ajc). 

Nous  voyons  en  même  temps  que,  dans  cette  troisième  espèce,  notre 
mode  d'intégration  suppose  la  résolution  préalable  de  l'équation  ca- 
ractéristique 

Ro^'*  -H  K,x''-'  +  K,x"~'  -^  ...  +K/,  =  o. 

19.  Applic|uoiis  cette  formule  à  l'intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle numérique  du  troisième  ordre 

(x'  —  7jr°-i-  i2x)^  +  (5x^  —  28jc  -+-  36)  — -  +  (4^:  —  i4)  -y-  =  o, 

dont  l'équatidu  dérivée  est  l'équation  régidière 


•  0 


in 


qui  nous  donne  à  la  fois 

V  =  2,       k  =^   •!,       ,f  =  O,        ^  =   2. 

L'équation   différentielle  que    nous   considérons    nous  permet   de 
poser 

V  c       V  '  I  —  c 

Iq  —  VJ)  >  1  (j     — ■  '-'2  ) 

mais  nous  montre  que  les  (juantiiés  suivantes  Y'^^',  Y'^^',  ...  sont  dé- 
terminées en  fonction  des  deux  premières.  Donc  l'exemple  qui  nous 
occupe  tombe  dans  l'un  de  ces  ras  exceptionnels  (5)   où    l'intégrale 
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fournie  par  notre  méthode  n'est  pas  tout  à  fait  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  proposée. 

Quoi  qu'il  en  soit,  dans  notre  exemple,  i'  étant  mi\,  J[n)  égal  à 
l'unité,  et  les  racines  de  l'équation  caractéristique  égales  respective- 
ment à  -j  et  à  -1^,  la  fraction  <^{jc)  n'existe  pris,  et  nous  avons  évidem- 
ment 

*'„  =  "„=x,  (i)«+L(ir. 

On  obtient  facilement  d'ailleurs 

X  =^  C,,     X(  =  24C2,     ^2  =  —  24C2. 
Donc  nous  trouvons 

Y  =  c, +  24C,y  iitzJil^^c", 

-^„«(nH-l) 
t 

et,  en  appliquant  à  la  série  qui  figure  dans  cette  expression  notre  for- 
mule de  sommation,  puis  remplaçant  24  C„  simplement  par  Cj, 

Y^c,.c.[(|._,)K--3)-(^0'-(-i)]-  ■ 

Telle  est  l'intégrale  que  fournit  notre  méthode.  Elle  ne  contient  que 
deux  constantes  et,  par  conséquent,  n'est  pas  l'intégrale  générale; 
mais  elle  permet  d'obtenir  celle-ci. 

En  effet,  d'après  un  théorème  c[ui  nous  paraît  dû  à  r,agrange,"on 
peut  diminuer  l'ordre  d'une  équation  différentielle  linéaire  il'un 
nombre  d'unités  égal  à  celui  des  intégrales  particulières  cju'on  en  pos- 
sède. En  appliquant  ce  théorème  à  l'équation  proposée,  on  parvient  à 

une  écjuation  différentielle  du  premier  ordre,  qui  admet  l'intégrale  -• 

Il  suffirait  d'ajouter  ce  terme  à  l'intégrale  trouvée  déjà  pour  obtenir 
l'intégrale  générale  cherchée 
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VI.    —   Résumé. 

20.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  nos  équations 
différentielles  linéaires  dénuées  de  second  membre.  Comme  on  possède 
plusieurs  moyens  de  ramener  aux  équations  dénuées  de  second  membre 
les  équations  qui  en- sont  pourvues,  il  était  assez  naturel  de  ne  con- 
sidérer que  les  premières.  Toutefois,  nous  pouvons  faire  remarquer 
que,  dans  le  cas  où  le  second  membre  est  un  polynôme  entier  en  x, 
il  est  inutile  de  recourir  aux  moyens  que  nous  venons  de  rappeler  : 
nos  procédés,  tels  que  nous  les  avons  exposés,  suffisent  alors  à  l'in- 
tégration. 

21.  Quoiqu'il  en  soit,  les  résultats  du  présent  travail  peuvent  se 
résumer  ainsi  : 

Les  équations  différentielles  de  notre  première  espèce  afimetlent 
une  intégrale  composée  uniquement  de  fondions  algébriques  ration- 
nelles ; 

Celles  de  la  seconde  espèce,  luie  intégrale  composée  de  fondions 
algébriques  rationnelles  et  d'exponentielles  de  la  foriiic  fi^; 

Celles  enfin  de  la  troisième,  une  intégrale  composée  de  fonctions 
algébriques  rationnelles  et  de  logarithmes  de  la  forme  L(i  —  ax). 

22.  Cette  intégrale  est  le  plus  souvent  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  considérée.  Elle  peut  s'écrire  sous  forme  finie, 
pour  les  équations  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce,  dès  que 
l'on  sait  résoudre  l'équation  caractéristique  correspondante  et  quels 
que  soient  d'ailleurs  dans  celle-ci  les  degrés  de  multiplicité  des  ra- 
cines. Pour  les  équations  diffirentielles  de  la  première  espèce,  l'inté- 
grale peut  s'écrire  sous  forme  finie,  d'une  façon  tout  à  fait  immé- 
diate, sans  qu'on  ait  préalablement  besoin  de  résoudre  ni  l'équation 
caractéristique  ni  aucune  équation  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

23.  La  mélbode  d'intégration  que  nous  avons  exposée  est  une  con- 
séquence toute  naturelle  de  nos  précédents  travaux  sur  l'intégration 
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des  équations  clifféreniielles  linéaires  ('"i  et  sur  la  sommation  des 
séries  (^).  Au  fond,  elle  consiste  à  développer  l'intégrale  cherchée  en 
série  et  à  sommer  la  série  obtenue.  Les  formules  générales  d'inté- 
gration que  nous  avons  données  pour  nos  trois  espèces  d'équations 
différentielles  font  connaître  le  résultat  de  cette  double  opération. 
Dans  la  pratique,  et  grâce  à  ces  formules,  notre  méthode  ne  conduit 
qu'à  des  calculs  simples,  réguliers,  exempts  de  tâtonnements.  Elle 
s'applique  déjà  aux  trois  espèces  très  vastes  que  nous  avons  distin- 
guées et  étufiiées.  Nous  avons  vu  qu'il  suffirait,  pour  l'étendre  à  de 
nouvelles  espèces  d'équations  différentielles,  d'arriver  à  sommer  de 
nouvelles  espèces  de  séries.  Aussi  cette  méthode  d'iritégration  nous 
semble-l-elle  intc'ressanle,  tant  à  cause  de  sa  régularité,  de  sa  simpli- 
cité, de  son  caractère  éminemment  pratique,  qu'en  raison  du  grand 
nombre  des  équations  différentielles  auxquelles  elle  s'étend  déjà  et 
du  nombre  plus  grand  encore  de  celles  auxquelles  on  ne  manquera 
pas  de  l'étendre. 

(')   Comptes  ?entiti.i,  séance  (ix\  -^  mai  iS-'j. 

('     Ibid.,  scaiicos  du  22  avril  et  du  16  décembre  18-8. 
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Note  sur  les  différentes  branches  de  la  Cinématique; 
Par  m.  h.  RESAL  (M. 


J'ai  remarqué,  dans  le  Bulletin  bibliogi'a[)hiqiie  du  dernier  nnniéro 
des  Comptes  rendus,  que,  dans  la  séance  du  i5  décembre  dernier, 
l'Académie  a  reçn  l'Ouvrage  de  M.  Mannheim,  ayant  pour  litre  : 
Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polj technique ^  comprenant 
les  éléments  de  Géométrie  cinématique. 

Qu'il  me  soit  permis,  à  cette  occasion,  de  bien  déterminer  le  sens 
que  l'on  doit  attribner  actuellement  à  la  dénomination  de  Cinématique. 

Dans  une  conversation  particulière,  l'illustre  Poncelet  m'a  fait  à 
peu  près  la  déclaration  suivante  : 

«  M.  Ampère  nous  a  fait  l'iionnciir,  à  M.  É.  de  Beaumont  et  à  moi, 
de  nous  convoqu»  r  chez  lui  en  vue  de  donner  nos  appréciations  sur 
certaines  dénominations  nouvelles  qu'il  proposait  d'introduire  dans  la 
classification  des  Sciences.  Nous  sommes  tons  trois  tombés  d'accord 
sur  la  (iéfinilioi!  de  la  Kinématique  {y.hr,iJ.C(),  dont  l'expression  a  été 
transformée  plus  tard  en  celle  de  Cinématique.  » 

Laissons  maintenant  pailer  Ampère  (')  : 

n  Cette  Science  (la  Cinématique;  doit  renfermer  tout  ce  qu'il  y  a  à  dire  aes  diffé- 
rentes sortes  de  mouvements,  indépendamment  des  forces  qui  |)euvent  les  produire. 
Elle  doit  d'abord  s'occu|)er  de  toutes  les  considérations  relatives  aux  espaces  parcourus 
dans  les  dilférents  inouvements,  aux  temps  employés  à  les  parcourir,  à  la  détermi- 
nation des  vitesses  d'après  les  diverses  relations  qui  peuvent  exister  entre  ces  espaces 
et  ces  temps. 

('  )  Extrait  des  Comptes  rendus  des  senncrs  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du 
29  décembre  1 879. 

{')   Essai  sur  la  philosophie  des  Sciences,  p.  5î- 

Joiirn.  de  Matli.  {'i'  série),  tome  VI.  —  Février  iSfo.  7 
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•>  Elle  doit  ensuite  étudier  les  différents  instruments  à  l'aide  desquels  on  peut 
rhans^er  un  mouvement  en  un  autre;  en  sorte  qu'en  comprenant,  comme  c'est  l'usage, 
ces  instruments  sous  le  nom  de  machines,  il  faudra  définir  une  machine,  non  pas, 
comme  on  le  fait  ordinairement,  un  instrument  à  l'aide  duquel  on  peut  changer  la 
direction  et  l'intensité  d'une  force  donnée,  mais  bien  un  instrument  à  l'aide  duquel 
on  peut  changer  la  direction  et  la  vitesse  d'un  mom'emcnt  donné.  » 

A  tort  ou  à  raison,  j'ai  cru  devoir  faire  une  réserve  relativement  à  la 
dénomination  générale  de  Cinématique,  et,  en  1862,  j'ai  publié  un 
Trailé  de  Cinématique  pure.  Ouvrage  dont  le  titre  a,  du  reste,  été 
approuvé  par  Poncelet  et  dans  lequel  j'ai  étudié  les  propriétés  du 
mouvement  considéré  indépendamment  de  ses  causes,  sans  m'occuper 
des  machines. 

Bour  a  alors  appelé  Cinématique  appliquée  la  partie  qui  traite  spé- 
cialement des  machines. 

Les  dénominations  de  Cinématique  pure  et  Cinématique  appliquée 
ont  été  adoptées  et  sont  maintenant  d'un  usage  général. 

Enfin  M.  Mannheim  vient  d'introduire  dans  son  remarquable  Ou- 
vrage l'expression  de  Géométrie  cinématique. 

Cette  nouvelle  branche  de  la  Science,  qui  a  son  point  de  départ  dans 
les  travaux  de  Descartes,  de  Pascal,  d'EuIer  et  surtout  dans  ceux  de 
notre  illustre  confrère  M.  Chasles,  a  pour  objet  l'étude  du  mouvemetit 
indépendatnment  des  forces  et  du  temps.  M.  Mannheim,  par  de  nom- 
breuses et  intéressantes  applications,  a  montré  que  l'emploi  des  pro- 
positions élémentaires  de  la  Géométrie  cinématique  constitue  une 
méthode  d'une  véritable  originalité. 

La  Géométrie  cinématique  de  ^L  Mannheim  n'est  pas  simplement  la 
partie  géométrique  de  la  Cinématique  telle  qu'on  l'étudiait  jusqu'ici  : 
elle  considère,  en  outre,  les  figures  mobiles  de  forme  variable,  com- 
prend aussi  la  recherche  des  propriétés  relatives  aux  figures  de  forme 
invariable  pour  lesquelles  le  déplacement  n'est  pas  absolument  défini 
et  dont,  avant  M.  Mannheim,  on  ne  s'était  jamais  occupé. 

Comme,  dans  cette  courte  Note,  je  n'ai  eu  pour  objet  que  de 
fixer  quelques  définitions,  je  n'insiste  jias  sur  la  valeur  du  Livre  de 
M.  Mannheim.  Qu'il  me  soit  pourtant  permis  de  dire  que,  à  mon  point 
de  vue,  ce  beau  travail  établit  nn  point  de  repère  important  dans 
l'histoire  de  la  Science. 
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Sur   la   théorie   des    nombres   complexes; 


Pak  m.  g.  zolotareff. 


Dans  le  Mémoire  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Tcheb)cheJ[  '  ), 
j'ai  donné  la  démonstration  des  théorèmes  énoncés  par  ce  géomètre 
pour  l'intégration  de  la  différentielle 


k]djc 


a,  /3,  Y,  â  étant  des  nombres  rationnels.  Depuis,  eu  me  fondant  sur  la 
théorie  des  nombres  complexes,  je  suis  parvenu  à  résoudre  la  même 
question  dans  le  cas  où  «,  |3,  y,  o  ont  des  valeurs  réelles  quelconcpies. 
Dans  le  Mémoire  qu'on  va  lire,  j'expose  cette  théorie  des  nombres 
complexes  qui  dépendent  des  racines  de  l'équation  quelconque  irré- 
ductible à  coefficients  entiers.  Avant  d'aborder  celte  théorie,  je  crois 
devoir  signaler  ici  deux  Mémoires  qui  ont  pour  sujet  la  généralisation 
de  la  théorie  connue  de  M.  Rummer.  L'iui  d'eux  appartient  à  M.  Sel- 
ling  (-)  et  l'autre  à  M.  Dedekind  (^). 

(')    Mathematlschc   Annalen,    Banil    V,    série  560;    Journal   de  Mathéiiiiiti<jius, 
1'  série,   t.  XIX;     1874. 

(^)   Zeitschrift  fur  Mathcnicitik  und  Physik ,    i865. 

(')   Lejeunk-Dirichlkt,  Zaltlen    Théorie,  zweite   Auflatjc,    1871. 
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Mais,  si  je  ne  me  trompe,  jusqu'ici  il  n'y  a  pas  de  théorie  des  nombres 
complexes  pour  le  cas  des  équations  quelconques  aussi  satisfaisante 
que  la  théorie  de  M.  Kumnier  pour  le  cas  des  équations  binômes. 

1.  Soient 

(i)         F(J^)  =  x"  -+-  niX"-'  -h  a.x"--  +  . . .  +  a„_,.r  +  <7„  =  o 

une  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n  à   coefficients  en- 
tiers, et  Xo,  X,, .. .,  x„_i  ses  n  racines. 

Nous  nommerons  nombre  complexe  entier  par  rapport  à  l'équa- 
tion (i  )  toute  fonction  entière  à  coefficients  entiers  d'une  racine  de 
cette  équation.  Il  est  clair  que  tons  ces  nombres  peuvent  être  présentés 
sous  la  forme 


o  (x^)  =  ho  -h  h,Xo+  ..    -i-  b, 


«— I 


■X" 


bti,  h,,  ...,  h„_,  étant  des  nombres  entiers  ordinaires. 

Dans  la  suite,  nous  donnerons  une  définition  des  nombres  complexes 
plus  générale,  mais  à  présent  nous  nous  bornons  à  la  définition  donnée 
ci-dessus. 

Soient 

ç(a-o'>,  <i>{xa),  yj.xa),  ... 

des  nombres  complexes  donnés.  D'abord  je  vais  f^ire  voir  comment 
on  peut  reconnaître,  sans  effectuer  les  multiplications,  si  le  produit 

est  divisible  pnr  un  nombre  premier/;  non  complexe.  Dans  ce  but,  je 
déconi()ose  la  fonction  F(.r)  en  facteurs  irréductibles^)  suivant  le  mo- 
dule p.  Soit 

(2)  F(.r)  =  V'"V:"...Yr''     (niod./)), 


'     Gauss  H'erke,  Il  Band,   série  212.    —    Serret,   Cours  d'Algèbre  siipéiieurc, 
t.  II,   chap.  III. 
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V,V,,...,  V;i  élant  des  fonctions  irréductibles  suivant  le  module /;. 
Maintenant,  si  le  nombre  ç[Xa)^{x^)y^{jCQ)  ...  est  divisible  par  p,  la 
fonction  (p (jc) '\i [x) y_[jc)  . . .,  étant  divisée  par  F(x),  donnera  le  reste  du 
degré  inférieur  à  ti,  dont  tous  les  coefficients  seront  divisibles  par /j. 
En  désignant  donc  parzs{x)  le  quotient  de  cette  division,  nous  aurons 

f{x)'^{x)x{jc)...  —  w(x)F(.r)  =  o    {mo\.  p). 

La  fonction  F  (j?)  étant  divisible  suivant  le  module/;  par  ^"V"'' ...  V);''', 
la  congruence  ci-dessus  montre  que  le  produit  (p{x)  '^'{x)  xi-^)-  •  •  ^o'* 
contenir  comme  facteur  la  fonction  A""  V"''. .  .  "V"»  suivant  le  module/;. 

Réciproquement,  lorsque  le  produit  (p  [x]  ûj [x)  yjx) . . .  est  divisible 
par  V"  V'"'. . .  V™*  suivant  le  module  p,  le  nombre  com[)lexe 

(p{x„)'^{x,px{Xo)... 

sera  divisible  par /;.  En  effet,  nous  avons  par  hypothèse  la  congruence 

'Si{x)  ^{x)  x(.r) . . .  =  X(.r)  V"'V:"  . . . ¥;>     (mod.  /;),  ' 

X(x)  étant  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers,  ou,  ce  qui  est  le 
même,  la  congruence 

ffl  {x)  4'{'îf)  xi^)  •  •  •  ^^(■îc)F(it')     (mod.  p), 

d'où  l'on  voit  que  les  coefficients  de  tous  les  termes  de  la  différence 

(p{x)<\>{x)yjx)...  -  l{x)  ¥{x), 

seront  divisibles  par  p;  par  conséquent,  le  nombre  complexe 

est  divisible  par  /;. 

D'après  cela,  pour  reconnaître  si  le  nombre  complexe 

est  ou  non  divisible  par  p,  il  faut  décomposer  les  fonctions 

f{x),  ^{x),  x[x),  ■■■ 
en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module/;. 
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Cela  fait,  nous  verrons  tout  de  suite  si  la  fonction  Y'" V"''. .  .V™* 
en  trecomme  facteur  suivant  le  module /jflansJe  produit  y  (a:)  ({/(jt)  /(■a^).-- 

2.   Le  produit 

©(.To)  étant  un  nombre  complexe  entier,  sera  dit  la  norme  du  tionibie  ' 
complexe  ip(x„).  Ce  produit  est  éviden)ment  un  nombre  entier  ordi- 
naire. 

Faisons  voir  maintenant  qu'au  moyen  de  la  décomposition  d'une 
fonction  entière  quelconque  o(jr)  à  coefficients  entiers  en  facteurs  irré- 
ductibles suivant  le  module  p,  on  reconnaîtra  facilement  si  la  norme 
N(p(a'o)du  nombre  o(jro)  est  divisible  par /;.  Supposons  que  les  fonc- 
tions 

V     V      V  Vi 

qui  figurent  dans  la  congruence  (2)  du  n°  1  aient  respectivement  pour 
degrés  les  nombres  v,  V|,yo, .  ..,va- 

On  voit  aisément  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  .x 
dans  V,  Y, , . . .  ,  V/j  peuvent  èlre  faits  égaux  à  l'unité. 

Je  vais  démontrer  en  premier  lieu  que  les  normes  des  nombres  com- 
plexes 

sont  respectivement  divisibles  par  p',p[,  ■  ■  ■  -,  pi. 

Il  suffit  pour  cela  de  considérer  ime  des  fonctions  Y,  V,,  . .  .,  par 
exemple  Y.  Soient 

a,,  «o,   ...,   a^ 
les  racines  de  l'équation 

V=o; 
il  s'ensuit 

Y{x)=  (.r„—  a,){x^  —  a.) . .  .{x„  —  (/..,i. 

Ainsi  l'on  aura 

X  (X,  —  0C,){X,  —  Ko).  .  .  {X,  —  «v  ' 

(3)  {  X. 

X  {x„_,  —  a,)(j"„_,  —  «,)...  (x„_|  —  a,) 

=  (-irF(«.)F(«,)...FK)- 
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D'ailleurs,  la  congruence  (a)  peut  être  écrite  comme  il  suit  : 

F(^)  =  V'^v;". . .  V;;''' +  p  «1;  (x), 

([^(.r)  étant  un  polygone  à  coefficients  entiers. 
Remplaçant  ici  x  successivement  par 

a,,   Ko,   ...  ,   x.„ 
on  aura,  en  multipliant  les  résultats, 

Par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation  (3^,  il  viendra 
(4)  VN  =  (-iry^(a,)|(aO...^(av). 

Le  produit 

étant  un  nombre  entier,  on  en  conclut  que  la  norme  NV  est  divisible 
par  p'.  Pareillement,  on  prouvera  que  les  normes  NV,,  NV.>,  .  .  .  ,  NV/, 
sont  divisibles  respectivement  par  p^',  p^-, ..  .  ,p'". 

Je  vais  établir,  en  second  lieu,  que  la  norme  du  nombre  complexe 
quelconque  W(.ro)  n'est  divisible  par  p  que  dans  le  cas  où  la  fonction 
W{x)  contient  comme  facteurs  une  ou  plusieurs  des  fonctions  V,  V,, 

V^,  ...,v,. 

En  effet,  en  supposant  que  W^(x)  et  F(x)  n'ont  point  de  facteurs 
communs  suivant  le  module/^,  on  peut  trouver  deux  polynômes  A  et  B 
tels,  qu'on  aura 

AW—B¥{jc)=i     (mod.p). 
Il  s'ensuit 

]NA.NW  =  r     (mod.  p), 

et,  par  conséquent,  la  norme  NW  n'est  pas  divisible  par  p. 

Donc  la  fonction  W(j:)doit  être  nécessairement  divisible  par  l'une 
des  fonctions  V,  V,, ...,  Va  suivant  ce  module  p  pour  que  la  norme 
NW(jr„)  soit  divisible  par  p. 
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Démontrons  maintenant  qne  cette  condition  est  suffisante.  Sup- 
posons, en  effet,  qne  W(x)  soit  divisible  snivant  le  module  p  par  l'une 
des  fonctions  V,  V,,  . . .  ,  V^,  par  exemple  par  V.  On  aura  alors 

W(.r)=<p(x)V  +  /j/(x), 

(p{jc)  et  J{jc)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  Remplaçant  ici 
jc  successivement  par 

et  riiulti|)liant  les  résultats,  il  viendra 

NW(a"„)  =  N9(.ro)NV(.r„)  =  o     (mod./)), 
car  N  V(j^o)  est  divisible  p::r  p,  comme  il  a  été  démontré  ci-dessus, 

3.  En  s'appuyant  sur  les  propositions  précédentes,  on  prouvera 
que  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  la  norme 
N  V(jCj)  est  un  multiple  de  v. 

En  effet,  on  voit  d'après  l'équalion  (4)  que  l'exposant  avec  lequel  p 
entre  comme  facteur  dans  INV  ne  peut  surpasser  v  que  dans  le  cas  oii 
(!/(«, )tp( Ko) .  .  .  '^'{c/.^)  sera  divisible  par  p. 

Le  nombre  (];(a|  )(|>(a2) ...  ;]/(«,,)  étant  la  norme  du  nombre  com- 
plexe (|>  îZi)  relativement  à  l'équation 

V^o, 

et  V  étant  irrédsictible  snivant  le  module  p,  il  s'ensuit  que 

4-(a.)4'(^2V-.'J'(«v) 

n'est  divisible  paryj  que  dans  le  cas  où  '\i{x)  est  divisible  par  V  suivant 
le  module  p. 
Posons  donc 

i>{.T)=  ^,{x)Y  -h  p~{x), 

i{',(x)  et  7s{x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  Remplaçant 
ici  jc  successivement  par 

a,,   (Zo,    .  .  .,   «v, 
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nous  aurons  facilement 

tJ;(a,)iJ/(ao).  .  .ij;(«v)  =  /'"''Z«'"(ai)'5^(a2)-  •  •  '^',(av)i 
d'où  il  vient 

c'est-à-dire  que,  lorsque  la  norme  VcontienI  comme  fiicteur  le  nombre/) 
avec  l'exposant  supérieur  à  v,  elle  est  divisible  parp*". 

Par  la  même  analyse,  on  démontrera  la  proposition  générale. 

4.  On  peut  toujours  aisément  déterminer,  comme  on  va  le  voir,  les 
modules  suivant  lesquels  la  fonction  F(x)  admet  des  facteurs  mul- 
tiples. 

Soit  A  le  discriminant  de  l'équation 

(•)  F(.r)  =  o, 

savoir  : 

L'équation  (i),  étant  irréductible,  n'a  pas  de  racines  égales,  et,  par 
conséquent,  A  est  différent  de  zéro.  Posons 

7n  ^2»  •  •  • ,  9î  étant  des  nombres  premiers  différents. 

Nous  allons  démontrer  que  la  fonction  F(:c)  n'admet  des  facteurs 
multiples  que  suivant  les  modules  (y,,  ij„,  . . . ,  q^. 

Considérons,  en  premier  lieu,  le  nombre  premier /?,  différent  de  (],, 

Supposant  que  suivant  ce  tnodule  F(j:)  a  un  facteur  multiple  V*,  il 
viendra 

(p{x)  et  7s[x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
La  dérivée 

F'{x)  ^  (p'{x)\'' -h  k(p{x)y''-'Y' -h ps!'{x) 

iourn.  de  Mach.  (3»  série),  tome  VI.  —  Février  i88o.  o 
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sera  divisible  suivantlemodule /?  par  V,  et,  par  suite,  la  norme  !NF'(j:„), 
on,  en  d'autres  termes,  le  produit 

F'(x„)FV.)---F'(.r„_,) 
sera  divisible  par  p. 

Cette  norme  étant  égale  au  signe  près  au  discriminant  A,  p  doit 
diviser  ce  discriminant,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition.  li  nous 
reste  maintenant  à  démontrer  que  F(jc)  a  effectivement  des  facteurs 
multiples  suivant  chacun  des  nombres  qt,  q^-,  •  •  ■  ,qp- 

En  effet,  supposant  que  le  contraire  ait  lieu  par  rapport  au  mo- 
dule qi,  on  aura 

F(a:)=.VV,...V,  +  fy,^.(x) 

V,V,,...,  V;,  désignant  des  polynômes  irréductibles  et  distincts  sui- 
vant le  module  (jf,-,  et  Ts[a:)  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers. 
Cela  étant,  la  dérivée  F' (x)  n'est  divisible  suivant  le  module  </,  par 
aucune  des  fonctions  V,V,,  ...,  V^. 

D'après  cela,  la  norme  de  nombre  complexe  F'(.ro),  ou,  en  d';iutres 
termes,  le  discriminant  A,  ne  sera  pas  divisible  par  ç,  2),  contrai- 
rement à  la  supposition. 

5.   Je  reprends  maintenant  la  congruence 

(a)  F(x)  =  V'"V';"...Vr'      (mod.^). 

Elle  peut  être  écrite  comme  il  suit,  ' 

(3)  ¥{x)  =  V'"V7' . . .  V':^  +pf{Jc), 

f{x)  désignant  un  polynôme  à  coefticienls  entiers.  Les  fonctions 
V,V,,...,V/;  ne  sont  pas  déterminées  complètement,  car  leurs  coeffi- 
cients peuvent  èlre  remplacés  par  les  nombres  congrus  à  eux  suivant 
le  module  p.  En  faisant  usage  de  celle  remarque,  il  est  facile  de  dé- 
montrer que,  si  l'un  des  exposants 

.    m,   m,    ,..  .,   ni/,, 

par  exemple  "2,  est  l'unité,  la  fonclion  o{x)  peut  être  supposée  non 
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divisible  suivant  le  module  p  par  un  polynôme  V  correspondant  à  cet 
exposant. 

En  effet,  soit  m  =  i  et  soit  (p(jr)  divisible  par  VsuivaiU  le  module  p. 

Cela  étant,  on  peut  prendre  au  lieu  de  V  un  polynôme 

W=V+yD4/(x), 

'ij{x)  désignant  une  fonction  entière  à  coefficients  en  tiers  de  degré  infé- 
rieur à  celui  de  V;  W  sera  aussi  une  fonction  irréductible  suivant  le 
module  p,  et  son  f)remier  coefficient  est  égal  à  l'unité.  Rem|)Iiiçant 
maintenant  dans  l'équation  (3)  la  fonction  V  par  W  et  ayant  égard  à 
ce  que  m  =  i,  nous  avons 


ou 


F(a-)  =  WV;"  V™=. . .  V^"«  -\-pr^,{x), 
o,  (x  )  =  o  {x)  —  ({;  (a-)  V7'\™= . . .  V^"\ 


La  fonction  ç(.r)  est  divisible,  d'après  l'hypothèse,  par  V  ou,  ce  qui 
est  le  même,  par  W  suivant  le  module  p;  quanta  ^{x)^  qui  reste  arbi- 
traire, on  peut  supposer  qu'elle  n'est  pas  divisible  par  p,  et  par  consé- 
quent, étant  du  degré  inférieur  à  W,  elle  ne  sera  pus  divisible  par  W 
suivant  le  module/).  Alors  la  fonction  ç), (a?)  ne  sera  pas  divisible  par  W. 
De  la  même  manière  on  démontrera  que,  si  plusieurs  des  exposants 
m,  m,,  7/2.J,  ....  in^  sont  égaux  à  l'unité,  la  fonction  ^{x)  de  l'équa- 
tion (3)  peut  être  supposée  non  divisible  par  dis  polynômes  de  la 
suite  V,  V,,  . .  .,  V/,  correspondant  à  ces  exposants. 

.T'observe  maintenant  que  dans  le  cas  où  ç[x)  est  divisible  suivant  le 
module  p  par  l'une  des  fonctions  V,  dont  l'exposant  m  surpasse  l'unité, 
la  transformation  que  nous  avons  employée  ci-dessus  n'amène  pas  à 
la  fonction  o,{x)  non  divisible  suivant  le  module  p  par  V.  Alors,  la 
fonction  F(.r)  ayant  des  lacteurs  multiples  suivant  le  module  p,  ce 
dernier  doit  être  un  des  nombres 

7m  7='   •  •  •  '  7^- 

D'abord,  pour  plus  de  simplicité,  nous  excluons  ces  cas  de  notre  re- 
cherche, puis  nous  les  considérons  à  part. 
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6.  En  étudiant  des  nombres  complexes  qui  dépendent  des  racines 

d'une  équation 

F(x)  =  o, 

nous  posons  les  définitions  suiva;ites  : 

I.  Nous  classerons  parmi  les  nombres  premiers  complexes  le  nombre 
premier  réel  ordinaire/),  si  F  (a:)  est  une  fonction  irréiluctible  sui- 
vant le  module  p.  Tous  les  autres  nombres  entiers  ordinaires  seront 
dits  les  nombres  complexes  composés. 

La  division  des  nombres  complexes  en  deux  classes,  celledes  nombres 
premiers  et  celle  des  nombres  composés,  que  j'expose  dans  ce  qui  va 
suivre,  n'est  point  basée  sur  la  décomposition  ordinaire  des  nombres 
en  facteurs  premiers. 

Néanmoins,  il  est  facile  de  démontrer  que  les  nombres  premiers 
ordinaires,  que  nous  convenons  de  classer  parmi  les  nombres  premiers 
complexes,  ne  sont  en  effet  divisibles  par  aucun  nombre  complexe 
distinct  de  p  et  des  unités  complexes. 

En  effet,  supposons  que  p  soit  le  produit  de  deux  nombres  com- 
plexes 'f  (J^o)  etil'(j:'o)-  Le  produit  ^(j^o)  '^{^o)  étant  divisible  par /j  et 
F{x)  une  fonction  irréductible  suivant  ce  module,  ou  en  conclut  il) 
qu'une  des  fonctions  ç5(j:)  et  4'(-'ï")  est  divisible  par  F(x)  suivant  le  mo- 
dule p.  En  ayant  égard  à  ce  c{ue  les  degrés  de  ces  fonctions  peuvent 
être  supposés  inférieurs  à  celui  de  F(j:"),  on  voit  que  tous  les  coeffi- 
cients de  l'une  d'elles  sont  divisibles  |);ir/).  Aiiîsi  l'on  aura 

çj(x)  =  po,{a-), 

ip,(x)  étant  un  polynôme   à   coefficients  entiers,  d'où,   en    vertu  de 

léqualion 

p  =  (p[x,)^{.r„), 
il  viendra 

?."(-^o)^(-^o)=  i; 

par  conséqueni,  (p,{xo)  et  '^{Xg)  sont  des  unités  complexes. 

Le  même  raisoniicmeut  nous  conduit  au  théorème  en  vei  lu  duquel 
nous  comptons  le  nombre  p  parmi  les  nombres  premiers  complexes. 
Voici  ce  théorème  :  Si  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  coin- 
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plexes  est  divisible  par  un  nombre  premier  ordinaire  p  suivant  lequel 
F[x]  est  une  Jonction  irréductible,  un  desjacteurs  est  divisible  par  p. 
II.  Examinons  maintenant  les  nombres  premiers  ordinaires  p  suivant 
lesquels  F(x)  n'est  pins  irréductible.  Diins  ce  cas,  F(jr)  est  décompo- 
sable  suivant  p  en  facteurs  irréductibles.  Soit 

(.)  r(j:)=V'"V;'"...Vr.-t-py(a-), 

V,  V,,  .. .,  V^  étant  ces  facteurs,  dont  les  degrés  sont  respectivement 

V,     V,,     ....    -Jh, 

et  ^{x)  un  polynôme  à  coefficients  entiers  non  divisible  suivant  le 
module/)  par  aucune  des  fonctions  V,  V,,  .  . . ,  V^.  Nous  classerons  ce 
nombre  p  parmi  les  nombres  complexes  composés  et  nous  dirons  qu'il 
contient  m  facteurs  premiers  idéaux  égaux  correspondant  à  V, 
m,  facteurs  premiers  idéaux  égaux  correspondant  à  V,.Soity  (.Xo)  un 
nombre  complexe;  nous  dirons  (]\i&f{Xa)  est  divisible  par  un  facteur 
du  nombre  p  appartenant  à  V,  ûf[x)  est  divisible  par  V  suivant  le 
module  p. 

7.  Maintenant  nous  allons  donner  le  critérium  au  moyen  duquel  on 
peut  toujours  reconnaître  quels  facteurs  du  nombre  p  et  combien  de 
fois  ces  facteurs  entrent  dans  un  nombre  àonnéf[xa).  Désignons, 
poiu'  abréger,  par  W,  W,,  . .  .  ,  W^  respectivement  les  produits 

vr*vr'...V/7*,   v"'v™=...vr",   ...,    Y'"vr'...v^'_v, 

et  soit  X  un  nombre  entier  ordinaire  quelconque. 

Posons 

/  =  km  -+-  r, 

k  étant  le  quotient  et  r  le  reste  de  la  division  de  X  par  m.  Cela  posé, 
nous  dirons  que  le  nombre  complexe  y^(jr„)  contient  un  facteur  idéal, 
appartenant  à  V',  À  fois  si  la  congruence 

(a)  ■     f{x)W'""-W''*'  =  o     [mod./j*-^',F(x)] 
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est  satisfaite,  mais  la  coiigruence 

(|3)  /(a:)V-'"-^-*W*+-  =  o      [mod. />*+-,  F(.r)] 

n'ayant  pas  lieu. 

De  la  même  manière  on  détermine  les  degrés  de  niultiplicité  des 
autres  facteurs  idéaux  contenus  da.nsf{x^).  Maintenant  noi.s  allons 
établir  quelques  théorèmes  qui  feront  ressortir  toute  la  portée  des  fac- 
teurs idéaux  dans  la  théorie  des  nombres  complexes. 

8.  Théorème.  —  Si  le  nombre  J[x\)  contient  le  J acteur  idéal  de p^ 
appartenant  à  V,  "kfois  et  que  le  nombre  complexe  '^[x^]  ne  le  con- 
tienne  point,  le  produit  f{xQ)^[x^)  le  contient  Xj ois. 

Soit,  comme  précédemment, 

X  =  km  4-  r. 
On  aura,  d'après  l'hypothèse, 

(i)  y(x)V'"-'-W'-^'  =p*+'/,(a7)H-  x:s{x)¥{x), 

_ft{x)  et  w(x)  étant  deux  polynômes  à  coefficients  entiers.  On  voft 
facilement  quej^,[x)  n'est  [las  divisible  par  Y  suivant  le  module/;.  En 
effet,  dans  le  cas  contraire,  le  produit 

P^^'/i  (x)  V'"-'  W  =  f{x)Y-'"--'-'  W^-^2  ~  F(x)  S7(x)  V"-'  W 

serait  divisible  parya*^-,  en  faisant  abstraction  des  multiples  de  F[x), 
savoir  :J[xq)  contiendrait  le  facteur  de  p  appartenant  à  V  plus  de 
X  fois,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

En  multipliant  l'équation  (i)  par  <]^(.r),  on  aura 

4-(.r)_/(jr)\""-''W''+'=:i//+7,  (x)  <i^{x)  +  7z[x)'\f{x]¥{x). 

Cela  fait  voir  que  le  nombre  complexe  ij;  (.:'^o)y  (-^o)  contient  le  facteur 
de  p  appartenant  à  V  au  moins  X  fois.  D'ailleurs,  en  remarquant  que 
la  fonctiony,  (x)  ^[x)  n'est  pas  divisible  par  V  suivant  le  module  p, 
on  \oit  que  la  fonction 
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OU,  ce  qui  est  le  même  produit, 

n'est  pas  divisible  par  /}*"*"%  en  faisant  abstraction   des  multiples   de 

Donc  le  nombre /"(jTo)  ô  'x^)  contient  le  fadeur  idéal  de  p  apparte- 
nant à  V  précisément  X  fois. 

9.  Théorème.  —  Le  produit  /[x^)  '^{Xo)  de  deux  nombres  com- 
plexes contient  lejactcur  idéalde  p  appartenant  à  \  autant  de /ois  que 
les  deux  nombres  J{oCa)  et  'i'(Xo)  ensemble. 

Supi^iosons  que y(j:o)  contienne  ce  facteur  X  fois  et  'h[Xaj''io\s. 
Soient,  pour  abréger, 

X  =:  k  m  ^-  r, 
X'  =  k'm  -f-  r'  ; 

k,  k',  r,  f  sont  respectivement  les  quotients  et  les  restes  des  divisions 
de  X  et  X'  par  m. 

On  a,  par  hypothèse, 

(i)  /(xjV"-^  W*-^'  =/7*-^'/(x)  +  z7(j:)F(.x), 

fi  {x)i  "t'i('^)»'^'^)  ^'  ^1  (■^)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers; 
chacune  des  fonctions/,  (jt)  eti|>i(j:)  n'est  pas  divisible  par  V  suivant 
le  module  p. 

Les  égalités  (i)  et  (2)  nous  donnent  la  suivante, 

(3)    f[x)  -i(x)  V-'"-^-'-W*^*+-  =  ^*-^*'+-/,  [x)  d/,(.r)  +  Q{x)?{x), 

G(^x)  étant  encore  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Maintenant  nous  avons  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  r  -!-  ;'<  m.  En  substituant  dans  l'équation  (3)  au  lieu  de  V"  W  sa 
valeur 

—  po{x)  -t-  F  (aï) 
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déduite  de  l'équation 

F(^)  =  Y"'Y'P'...Y'J:''+  pf{x), 
il  vient 

'û(x)/(x)  (j>  [jc]  v'«-^-^' w*+*-+'  =  -  p*+*'+7;  [x]  <^,  (x)  +  G,{x)  ¥{x), 

G,  {x)  désignant  aussi  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  Il  s'ensuit 
que  le  produit /'(o-o) 4' (j^'o)  f(-^o)  contient  le  facteur  de  p  appartenant 
à  V  un  nombre  de  fois  qui  est  précisément 

(A-  H-  k')m  -h  r  +  !■'  —  1+1'; 

<p{x„)  n  étant  pas  divisible  par  ce  facteur  (n'^  6,  II),  on  voit  que  le 
produity(j:o)(|*(jCo)  contient  le  facteur  de  p,  appartenant  à  V,  1+1' 
fois. 

2°  r  +  r'^m;  d'ailleurs,  bien  entendu,  r+/''<C  2m.  Supposant 

r  +  r'  =  m  +  p, 
on  peut  écrire  l'égalité  (3)  comme  il  suit: 

J{x)  (f(.r)V'"-PW*-^*'-^=  =  ;)*+"■-*-=/,  (x)  '\>,[x)  +G{x)¥{x), 

d'où  l'on  voit  que  le  nombre  ^^(j^o)  (^(.To)  contient  le  lacteur  de  p 
appartenant  à  V  un  nombre  de  fois  qui  est 

{k+  k'  +  i)m  +  p  =zl  +  l'. 

10.  Théorème.  —  Si  le  nombre  complexe J (xg)  contient  le Jacieur 
idéal  de  p  appartenant  à  Y  au  moins  smjois,  s  étant  un  nombre  entier, 
le  facteur  de  p  appartenant  à  V,  au  moins  sm,  fois  et  ainsi  de  suite, 
J  (Xo)  est  divisible  par  p'. 

On  a,  d'après  l'hypothèse, 

f{x)Y"'Yf'-^*=p'^'^{x)+zs{x)F{x), 
•s^x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 
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Remarquant  que 

y'"W=r  -  po{x)  4-  V{x), 
il  vient 

f{x)  9 {x)\N'  z=  p'^  {jc)  +  za,  [x)  ¥{x), 

f 

Ts,  X  étant  encore  un  polynôme  à  coefficienis  entiers. 
Pareillement,  il  viendra 

J(x)o{x)  W-;  =  -p'i',  (x:  +  7s.{x)Fx, 
f{x)ç>{x)W%  =  ~p'^.^{x)  -h  zô,'x)Fx, 

f[x)o[x)\\'^  =  —p'']>^[x)  -t-  zô,_^,{x)¥{x]. 

Par  conséquent,  le  nombre  complexe 

y(.r„)9(xo)  rw^(x„)  +  w^  {x,)  + . . .  +  w;,(^o)J 

est  divisible  par  p^.  La  fonction 

o(.x-)(w^-)-w-;  +  ...  +  wl) 

n'est  divisible  suivant  le  module  p  par  aucune  (Ves  fonctions 

V,  V,,    ...,   V,; 
donc  (  1  )  le  nombrey(x„)  doit  être  divisible  par  p.  Soit 

J{Xo)=pJ\{Xa). 

Par  le  même  raisonnement,  nous  ferons  voir  que/,  (x^  est  aussi  di- 
visible par /j,  savoiry^(j:o)  divisible  par  yy-.  Ainsi  l'on  démontrera,  eu 
définitive,  quey(a'o)  est  divisible  par  p*. 

il.  Supposons  que  le  nombre  complexey(xo)  contienne  le  facteur 
de  p,  appartenant  à  V,  X  fois;  le  facteur  de  p,  appartenant  à  V,, 
),,  fois,  etc.  Nous  allons  démontrer  que,  dans  ce  cas,  la  norme  du  nombre 
complexey(cro  !  contient  p  précisément  Xv  +  XiV,  +  ...  -f-)./,V/,  fois, 
V,  V,,  ...,  V/i  étant  des  degrés  des  fonctions  V,  V,,...,  V/,. 

Journ.  de  Math.  (3^  série),  tome  VI.  —   Févbier  i88o.  9 
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Dans  ce  but,  considérons  Je  nombre  complexe 

y(a-„;V'"^-'-(xo}V7'*'-''(x„)...  v;r**-M^o}, 

k  désignant  un  entier  positif  satisfaisant  aux  inégalités 

ni/c  >>  /,   in,k  l>/.,,    . . . ,   m,, /c  >  / /, . 

Ce  nombre  complexe  contient  le  factt  ur  idéal  de  p,  appartenant  k  V, 
/«Xfois;  le  facteur  idéal  dep,  appartenant  à  V|,/72|^  fois,  etc.;  par  con- 
séquent, il  sera  de  la  forme 

le  nombre  complexey,{j:(|)  n'étant  divisible  par  aucun  des  facteurs 
idéaux  de  /;,  ou,  ce  qui  est  le  même,  J,[jc)  n'est  divisible  suivant 
le  module /J  par  aucune  des  fonctions  V,  V,. ...,  A'^/,.  Cela  posé,  on 
aura 

N/(.r„)(NV )"'*-'•  (NV,)'"'*-^' . . .  (NVa7"/.*-^ 

Remarquant  que  les  normes 

NV,  NV,,  ....  NVa 
contiennent  le  facteur  p  respectivement  avec  les  exposants  (2) 

V,    V|,    ...,   v^, 

et  que  la  norme  '^/,[Xo)  n'est  pas  divisible  par  /;,  on  voit  que  Nj[Xa) 
contient  le  facteur  p  avec  l'exposant 

).v  +  ).v, ,  +  ...  +!,:>/,. 

Il  suit  de  II  (jue  to\it  nombre  complexe  contient  les  facteurs  iiléau\ 
de  nombres  premiers  ordinaires  qui  divisent  sa  norme,  chaque  fac- 
teur un  nombre  uni  de  (os,  et  il  ne  contient  point  d'antres  facteurs 
idéaux. 
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Décomposition  des  nombres  complexes  enjacteurs  premiers  idéaux. 

12.  Les  résultais  du  numéro  précédent  permettent  toujours  de  re- 
connaître les  nombres  ordinaires  dont  les  facteurs  idéaux  entrent  dans 
le  nombre  complexe  quelconque  9(ir„). 

On  peut  les  reconnaître  encore  en  ojjérant  comme  il  suit. 

Faisons  avec  les  deux  fonctions  y(.r)el  F(x)  les  divisions  successives 
pour  trouver  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Comme  l'éqtiation 

F(.r)  =  o 

est  irréductible,  nous  allons  parvenir  au  reste  constant  égal  à  une  frac- 
lion  rationnelle,  car  les  coefficients  de  ç(x)  et  ¥{x)  sont  des  noiidjres 
entiers.  Il  est  connu  comment  on  obtient  de  celle  m;inière  deux 
fonctions  entières,  à  coefficients  entiers  A  et  B,  telles  que  la  différence 

AF(a:)—  B  ©(.r) 

est  égale  à  un  nombre  entier.  Eu  désignant  ce  nombre  par  M,  ou  aura 

kY{x)  —  \\ffix)  =  M. 

Si  <f[x)  est  divisible  par  un  facteur  idéal  du  nombre  premier  ordinaire 
/j,  les  fonctions  ©(;»)  et  F(jc)  ont  un  diviseur  commun  suivant  ce  mo- 
dule (6).  Ce  diviseur  doit  diviser  M.  Or,  comme  M  est  lui  nond)re 
entier  ordinaire,  il  doit  être  divisible  par  p.  Il  résulte  de  là  (]ue,  pour 
trouver  les  facteurs  idéaux  du  nombre  complexe  (f[x„),  nous  décom- 
posons d'abord  F(x)  en  facteurs  premiers  suivant  tous  les  nombres 
premiers/^  qui  divisent  M.  Ensuite,  en  ayant  ces  décompositions,  au 
moyen  du  critérium  (7),  nous  trouverons  quels  (acteurs  idéaux 
et  combien  de  fois  ces  facteurs  sont  contenus  dans  ©(Xq).  Soient 
r/,,  d.,,  ...,  de  les  différents  facteurs  premiers  idéaux  du  nombre  (^[x^), 
et  À,,  Xo, ...,  sïg  leurs  degrés  de  multiplicité.  Nous  écrirons 

(i)  (p{Xo)  =  d';d'-^...dl'f,{x^), 

f,{jro)  étant  une  unité  complexe  quelconque. 
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Cette  équation  est,  bien  entendu,  symbolique,  car  r/, ,  d.,  ...^d^  u'onl 
pas  de  valeurs. 

L'équation  (i)  exprime  la  composition  intérieure  du  nombre  com- 
plexe o(a'o)  et  dans  la  théorie  de  ces  nombres  elle  représente  la  géné- 
ralisation de  la  décomposition  ordinaire  des  nombres  de  la  forme 
n  +  bi  en  facteurs  premiers. 

15.  De  la  décomposition  des  nombres  complexes  en  facleui  s  idéaux 
on  peut  déduire  une  règle  par  laquelle  on  reconnaîtra  la  divisibilité 
d'un  nombre  complexe  ^(j^o)  p^r  un  autre  (|>(x„).  Supposons  que  ces 
nombres,  étant  décomposés  en  facteurs  idéaux,  aient  la  forme 

(p{jCo)^(l\'di...dl'0,{jC,), 

^(x„)  =  e7e-i...eî;'t|;,(xo), 

'p,(Xo)et  <li,[Xo)  désignant  deux  unités  complexes. 

Nous  allons  démontrer  que  pour  la  divisibilité  de  ^(Xo)  par  •l'{jCo) 
il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs 

e,,  e.„   .  ..,  e^ 

soient  contenus  parmi  les  facteurs 

d,,   do,   ...,   d^ 

et  qu'ils  entrent  dans  ^(j^o)  avec  des  exposants  non  inférieurs  respecti- 
vement à 

En  effet,  si  ^(a'o)  est  divisible  par  6(j?„),  on  aura 

sr(ar'o)  étant  un  nombre  entier  complexe. 

Il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  (f{Xo)  contient  tous  les  facteurs  pre- 
miers idéaux  de  t{>(jr-o), 

e,,   fo,    ...,  p^, 
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avec  les  exposants  non  inférieurs  à 

|7.,,   a.,    ....   y./i     (9). 

Réciproquement,  si  ç(.r„)  contient  tous  les  facteurs 

e,,  (?o,    .  .  .,  <?A 

et  si  leurs  degrés  de  multiplicité  ne  sont  pas  inférieurs  respectivement  à 

fA,,   ^y.o,    .  ..,    'J./,, 

ç)(jr(,)  est  divisible  par  d;(:r(,). 
En  effet,  on  a 


^(Xo)  étant  un  nombre  complémentaire  de  ^(^Xq),  savoir 

En  outre,   tout  facteur   idéal   de   Nd<(a7(,)   entre   dans    le   produit 
f{3Cg)W {Xo)  avec  lui  exposant  plus  grand   que  dans  N6(.a^o)-  ïl  ''é- 

sulle  de  là  que  '.  :"  °,  est  un  nombre  entier  complexe  (  10). 

Corollaire  I.  —  Si  le  rapport  de   deux   nombres  complexes  7-7^ 

n'est  pas  un  nombre  entier  (complexe)*  aucune  puissance  j^ — t  ne  peut 

être  un  tel  nombre.  En  effet,  dans  ce  cas,  '^{x^)  contient  au  moins  un 
facteur  premier  idéal  avec  un  exposant  supérieur  à  celui  du  même 
facteur  dans  g(xo).  La  même  circonstance  aura  lieu  par  rapport  aux 

nombres  ^"'{cCo)  et  ^''"(^0)5  et,  par  conséquent,  ^^j^   n'est  point  un 

nombre  entier  complexe. 

On  peut  établir  une  propriété  des  nombres  complexes  entiers  plus 
générale. 


Soit 


C5(x„)  =  rt„+  a,x^^a.ocl  -H.  ..  +  a„^,.xl  ' 
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un  nombre  complexe  entier  quelconque.  Les  nombres 

x\,  r,,  .  ..,  Xn^i  étant  ti  racines  d'une  équation  fondamentale 

F(x)  =  o, 
satisfont  évidemment  ;i  l'équation  de  la  forme 

(i)  s"4-7,£."-'-+-...+  <7„=o, 

(ff.  (y^,  .  •  •!  (Jn  étant  des  nombres  entiers  ordinaires. 

Maintenant  il  est  facile  de  démontrer  que,  si  le  ra|>port  ^  ^       de  deux 

nombres  complexes  entiers  n'est  pas  un  nondjre  entier,  il  ne  peut  sa- 
tisfaire à  aucune  équation  de  la  forme  i  i).  En  effet,  désignons  par  d  un 
des  facteurs  idéaux  de  4'(-^o)  q"i  entrent  dans  ib(j~o)  3^'^c  exposant 
supérieur  à  celui  du  même  facteur  dans  ç( a^o)- 

Eu  supposant  que  la  quantité  |-p^ satisfasse  à  l'équation  (i),  il  vient 

^'«i'a:J=  -  <7,ç"'-'(j:„)  ']^{x,)  -  7,f"--(j:„)  <|>=(.r„)  -  ...  -  7„4''fx„)  • 

I.e  premier  ternie  de  cette  équation  contient  le  facteur  d  moins  de  lois 
que  le  second,  ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Corollaire.  II.  —  Il  suit  de  la  proposition  établie  dans  ce  numéro 
que  chaque  nombre  complexe  n'est  décomposable  que  d'une  seule 
manière  en  facteurs  premiers  idéaux.  Supposons,  en  effet,  qu'il  existe 
pour  un  nombre  complexe  (p(.ïo)  deux  décompositions  en  facteurs  pre- 
miers idéaux  : 

o{Xa)  =  (l\'  d'^  ...  dl' '^ ,  ( j"o\ 
o{x^)=é-\'  e'^  . . .  e'î'-'p^iXo  :, 

o,{Xo)  et  (pîixo)  étant  des  unités  complexes. 
On  voit  que  les  rapports 

d','  el\'  .  .  .  f/','         f'J'  rt' .  .  .  e'-f, 
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sont  des  unités  complexes.  Il  en  résulte  que  tous  les  facteurs  idéaux 

e,,  Pj.  ...,  e/, 
sont  renfermés  parmi  les  facteurs 

cf,,  (l-i,  ...,  de 
et  vice  versa.  Par  conséquent,  deux  suites  de  facteurs 

f(,     P-i,     ■  ■•■:     ("/.■, 
r/|,     (/..,     ■  ■  -,     (le 

doivent  èlre  identiques.  Donc  on  peut  supposer 

r/,  =  e, ,     cL  =  Cil     ■  •  •  »     (h=  ^*.     e  —  k. 
Cela  étant,  les  exposants 

ne  sont  pas  inférieurs  respectivement  à 

p.,,     ,0.2,      ....     [X/,, 

parce  que  le  nombre 

est  un  nombre  entier. 

Réciproquement,  les  exposants 

a,,   a,,   .  ..,  iJ.i 

ne  sont  pas  inférieurs  respectivement  à 

/,  ,     /2,      .  ■  .,     Ag, 

car  le  nombre 

e^'cv  .  .  .  e-"' 
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est  aussi  un  nombre  entier.  Ainsi,  nous  aurons 

et  les  deux  décompositions  ne  différent  entre  elles  ni  par  les  fadeurs 
idéaux  ni  par  leurs  exposants. 

14.  On  déduit  de  la  décomposilion  des  nombres  en  facteurs  pre- 
miers idéaux  des  théorèmes  complètement  analogues  à  ceux  qui  ont 
lien  pour  les  nombres  entiers  ordinaires. 

Nous  les  indiquerons  seulement,  car  leurs  démonstrations  ne  pré- 
sentent auciaie  difficulté.  Deux  nombres  complexes  sont  nommés 
premiers  entre  eux  s'ils  n'ont  point  de  facteurs  idéaux  communs. 

TuÉoRÈME.  —  Si  le  nombre  complexe  <\'[x-„)  premier  à  œ(a-„)  divise 
le  produit  g  {a:„)o,  (xo),  //  divise  le  nombre  9,  (a-»  )• 

Théorème.  —  Si  le  nombre  complexe  ^{Xq)  est  premier  par  rapport 
à  citaciin  des  nombres  complexes  o{Xo),  9i(x°),  '^2(^0)-  ■■■,  il  est  pre- 
mier par  rapport  à  leur  produit. 

Il  est  nécessaire  maintenant  de  définir  comment  on  doit  concevoir- 
le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  facteurs  idéaux.  Nous  avons  vu 
que  tout  nombre  premier  idéal  fient  lieu  d'ime  certaine  congruence. 
L'ensemble  des  congruences  qui  se  rapportent  à  ckiix  nombres  pre- 
miers idéaux  est  remplacé  par  un  nouveau  nombre  idéal  qui  s'ap[)elle 
le  produit  de  ces  deux  nombres.  Le  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers idéaux  communs  à  deux  nombres  s'appelle  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

Quelques  cas  particuliers  des  nombres  complexes. 

15.  Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  considéré  les  nombres 
complexes  qui  dépendent  d'une  racine  de  l'équation  irréductible 

F(a:)  =  o, 

à  coefficients  entiers.  Dans  la  théorie  de  ces  nombres,  sont  contenus, 
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comme  cas  parliculiers,  la  théorie  de  Gaiiss  pour  les  nombres  de  la 
forme  a  -+-  bi  et  celle  de  M.  Rummer  pour  les  nombres  co:iiplexes  qui 
dépendent  des  racines  d'tin  degré  quelconque  de  l'unité.  Nous  allons 
nous  arrêter  un  peu  sur  ces  cas. 

Considérons  séparément  ces  deux  cas  particuliers. 

Soient  d'abord 

F(x)  =  a:'  +  I , 

et  p  un  nombre  premier  ordinaire  quelconque. 

La  fonction  x' +  i  peut  être  irréductible  suivant  le  module^,  ou 
file  est  le  produit  des  deux  fondions  irréductibles  du  premier  degré. 

Dans  le  dernier  cas,  la  congruence  X" -[- isso  (mod. />  )  aura 
deux  racines,  et,  par  conséquent,  p  doit  être  égal  à  2  ou  élrc  de  la 
forme  4"  +  i  • 

Les  nombres  premiers  de  la  forme  .\n  -j-  3  sont  donc  encore  pre- 
miers dans  la  suite  des  nombres  a  +  bi. 

De  plus,  en  remarquant  que  2  =  (i  +  /)(i  —  /),  et  que  tout  nombre 
premier  4"  +  i  se  représente  dans  la  forme 

a"  +  h^  —[a+  bi)  [a  —  bi), 

on  voit  que  ces  nombres  sont  composés  dans  l'ensemble  des  nombres 
complexes  de  la  forme  a  -h  bi. 

Dans  le  cas  de  ces  nombres  il  n'y  a  point  de  facteurs  idéaux;  tous 
les  facteurs  premiers  sont  réels. 

16.  Avant  de  considérer  les  nombres  complexes  qui  dépendent  des 
racines  de  l'équation 

X" —  r 

r  =  o, 

X  —  1 

nous  démontrons  quelques  théorèmes  qui    se  rapportent  à  la  foiic- 

tion 1  prise  suivant  le  module  premier  p. 

Si  n  est  divisible  par  p,  on  aura,  en  supposant  n  —  p^'-j, 

x"  —  I  ^  [x''  —  I /'      ( mod . p); 

Jount.  de  Math.  (3«  série),  tome  VI.  —  Mars  1880.  lO 
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par  conséqiient,'il  suffit  d'examiner  1 1  fonction  x"  —  i  dans  la  suppo- 
sition n  non  divisible  ])ar /?. 
Si  V  =  p,  il  vient 

x''  —  \^{x  —  \f     l'mod.^). 

Donc  la  fonction  oc^  —  i  est  congriie  suivant  le  module  p  à  la  puis- 
sance />  du  facteur  x  —  i . 

Maintenant,  supposant  n  non  divisible  parp,  nous  allons  établir  les 
propositions  suivantes. 

Remarquons,  en  premier  lien,  que  la  fonction  x"  —  i  n'a  pas  de  fac- 
teurs multiples  suivant  le  module  p. 

Théorème  1.  —  Tout  jacteur  irréductible  suivant  le  module  p  de  la 
fonctiDii  jc"  —  t   divise  aussi  la  Jonction  x'" —  i,  X    étant  un  nombre 
entier  positif. 

En  elfei,  la  fonction  x" — i  divise  algébriquement  la  fonction 
x^" —  I,  et,  par  conséquent,  tons  les  facteurs  suivant  le  module  quel- 
conque de  la  fonction  x'^  —  i  divisent  aussi  la  fonction  x'" —  i. 

TnÉORiiME  II.  —  Chaque  diviseur  commun  des  fonctions et > 

'  -'  X  II-  —    I 

suivant  le  module  p  divise  aussi  Injonction -,  (î  étant  le  plus  gratid 

commun  diviseur  des  nombres  n  et  1. 

Soient  s  ci  t  deux  nombres  entiers  positifs  satisfaisant  à  l'équation 

sn  —  />.  =  fî. 


Le  diviseur  commun  des  fonctions ? suivant  le  module  n 

.r  —  IX- —  1  ' 

divisera  encore,  suivant  ce  module,  les  fondions  et- »  et 

.V  —  la:  —  I 

par  conséquent  leur  différence 


x'"  —  x'''-  ,1  x^  - 


_^îX: 


J^ I  X  I 

Donc  il  divisera,  suivant  le  module  p,  la  fonction  ' 
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Théorème  III.  —  Si  n  est  un  nombre  premier  et.  si  /;  appartient  à 
l'exposant  h  suivant  le  module  n,  h  étant,  comme  on  sait,  un  diviseur 

de  n  —  i ,  la.  fonction est  congrue  suii'ant  le  modide  p  au  produit 

de  — — Jonctions  irréductibles  de  degré  li. 

x" I 

Remarquons  en  premier  lieu  que  la  tonc'ion   — - —  ne  peut  avoir 

aucun    diviseur  suivant  le  module  p  qui  ne  serait  pas  du  degré  li  ou 
de  degré  multiple  de  h. 

En  effet,  supposons  que  la  fonction  soit  (Jivisible  suivant  le  mo- 
dule p  par  une  fonction  irréductible  de  degré  v.  Cette  fonction  di- 
visera aussi  suivant  le  module/;  la  fonction  (') 

xP  —  j;  =  jr  (  x''"  '  —  I  ) , 

et,  par  conséquent,  p'' —  i  est  divisible  par  «,  ou,  en  d'autres  termes, 

p^^  I      (mod.  n). 


Mais /)  appartient  à  l'exposant  li;  donc  v  est  divisible  par  // 

En  second  lieu,  nous  allons  démontrer  qui'  la  fonction '-  ne  ren- 

ferme  point  comme  facteur  suivant  le  module /j  des  fondions  irréduc- 
tibles dont  les  degrés  sont  multiples  de  b  et  non  égaux  à  b. 

A  cet  effet,  remarquons  que  la  fonction  — divise  algébriquement 

la  fonction  x^' — x  =  ^(o-f '^' —  i).  D'après  cela,  si  une  lonclion  de 
degré  v  ==  )./2,  X  >  i,  divise  suivant  le  module  /;  la  fonction  .t"  —  i, 
elle  divisera  aussi  la  fonction  x''' —  x.  Mais,  h  étant  inférieur  à  v,  cela 
est  in)possible. 

i7.  Ou  peut,  comme  nous  allons  le  voir,  par  un  procédé  très  simple, 
obtenir  des  facteurs  irréductibles  de  la  fonctio!) suivant  le  ino- 

X  1 

dule/?  D  'ux  fonctions  entières  A  et  B,  à  coefficients  entiers,  seront  dites 


')   Seeeet,  Cours  d'Jlgèbic  sujicticurc,  l.  II,  ji.  i3g. 
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congrues  suivant  la  fonction  entière  U,  dont  les  coefficients  sont  aussi 
(les  nombres  entiers,  si  la  différence  A  —  B  est  divisible  algébrique- 
ment par  U.  Ponr  exprimer  cette  congrnence,  nous  écrivons 

AesB(U). 
Cela  posé,  soit 

u=î -, 

.r  —  1 

71  étant  nn  nombre  premier. 

Nous  allons  démontrer  que  dans  la  suite  de  fondions 

(l)  I,   JC,   x\    ...,   .X"-',    X",   X"*',    ... 

les  n  premiers  termes  sont  incongrns  entre  eux  suivant  la  fonction  U. 
En  effet,  la  différence 

jc'"  -  x'', 

ni  et  V  élanî  inférieurs  à  n,  n'est  pas  divisible  algébriquement  par  U. 

De  plus,  cbaque  terme  de  la  suite  (i  )  est  congru  suivant  la  fonction  U 
à  une  des  fonctions  i ,  jr,a -,  . .  .,.r"~' . 

En  effet,  soit  x'"  un  terme  de  la  suite  (i),  m  élant  supérieur  a  //  —  i. 

Désignant   par  s  le  quotient  et   ]>ar  /•  le  reste  de  la  division  tie  m 

\)Av  n,  on  aura 

m  =  su  -+-  V. 

La  différence 

x'"  —  x''=  x''[x^"—  l) 

est  évidemment  divisible  par  U.  Donc 

Les  fonctions  a;,  x-,  . .  . ,  x"'*  peuvent  être  ilistribuécs  pn  périodes  (  '  ) 
comme  il  suit.  Soit 

"  -  i  =  C/' 

e  ety  étant  deux  diviseurs  de  n  —  i ,  et  désignons  par  g  nue  racine  pri- 
mitive de  nombre  n. 

(')   Gauss  H'cilxc,  Band  II,  Solutio  corigruenliœ  x" —  i^o. 
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Comme  nous  avons  à  considérer  les  congriiences  suivant  la  fonction  U, 
on  peut  prendre,  au  lieu  des  fonctions 


les  fonctions 


2)  JC",       X"     ^       .    .    .,       X^  , 

car  les  deux  suites  se  sont  composées  de  termes  congrus  suivant  la 
fonction  U.  Désignons  maintenant  par 


les  fondions  suivantes  : 


X^"    •  '     ~'S^~'''' 


]• ' 

g_,  ^  j:'=      -t-  x»       +  x»       -i-  . . .  4-  jt" 

Ces  fonctions  seront  dites  les  périodes.  Les  fonctions  ?,  Çi ,  .  •  ■ ,  i^  ,  ne 
sont  pas  tout  à  fait  déterminées,  parce  qu'on  les  obtient  au  moyen  des 
congruencps  suivant   le  module  U. 

Par  rapport  aux  périodes  nous  ferons  les  remarques  suivantes  : 

1"  Les  périodes 

?>    ?i 1    •  •  •  )    ~e~\ 

se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  changement  de  ,r  en  x°  ;  si  l'on  fait  la 
même  substitution  dans  la  période  ^^-f?  on  aura  S^^5^(U).  Puis,  en  ap- 
pliquant la  même  substitution,  on  re[)roduira  les  périodes  ç, ,  ç;, . . . ,|f_i . 
En  général,  on  aura 

Il   suit   de  là    que  si  l'on  remplace  x  par  x^'-,  p.   satisfaisant    à  la 
congruence 

p.^^g"     (mod.72), 

les  périodes  restent  invariables,  et,  si  ^  satisfait  à  la  congruence 

u.:L^g"^'''     (mod.  //), 
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les  périodes  Ç, ^,,  ...,  2e_,  se  transforment  respectivement  en 

Ça»    Ç/h-p  )     •  ■  •  '    Ç/i+e— )• 

En  remplaçant  en6n,  dans  la  période  ^,x  par  x'",  X  élanl  un  nombre 
entier  positif,  on  aura  la  fonction  A  : 

(U)  A  =  x"'-h  x^"s'  +  .... 

La  fonction  x'"'  —  t  étant  divisible  par  U,  il  vient 

A=/(U). 

Donc,  en  désignant  par  [7^)]  la  somme 

^).  +  a:'s' -^  x's'  + .  . .  +  x's^^-'", 
on  aura 

;U)  ?^[/,.],      ?,  =  [/.g].      •••,      He-,^[f,8'-']- 

2°  La  somme  de  périodes 


n-l  - 


;U)  :+ S,  +  £0  +  .  ..+ ?e_|Ss^ +  x" +  ...-+-  :i 

3°  Si/est  le  produit  de  deux  nombres  entiers  b  et  c,  chacune  des 
périodes  [f,  i],  [/,  g],  ...  contenant  y  termes  se  compose  de  c  pé- 
rioiles  dont  chacune  contient  b  termes,  savoir  : 

4°  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  l'ensemble  des  périodes  ne  dé- 
pend pas  de  la  racine  primitive  g,  choisie  arbitrairement. 
En  effet,  soit  G  une  autre  racine  primitive  du  nombre  ?i. 
Cela  posé,  nous  aurons,  comme  on  sait, 

G^g'^     (mod.  ?i;, 

jj.  étant  un  nondjre  piemier  avec  n  —  i . 
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Il  suit  de  là  que  les  résidus  minima  des  nombres  i,g",g''',  .., 
o{/-')e  suivant  le  modide  n  ne  sont  distincts  que  par  l'ordre  des  rési- 
dus minima  des  nombres  i,  G*",  G"*^,  ...,G^~'  '^.  De  plus,  les  nombres 
g'^,  g"'^^,  g'*^"^*,  •  •  ■  5  g'-'^'  ""^^  sont  congrus  suivant  le  module  7i,  en  fai- 
sant abstraction  de  l'ordre,  aux  nombres  G'^,  G'"^'^,  G^^"^'^,  .  .  . ,  G-^-*-'''-^'^, 
lorsque  g'^^  G'^  (mod.  //). 

De  tout  cela  il  résulte  que,  si  l'on  change  dans  les  périodes 

[y,,j,  [/,g],  ...,  îf,g"'] 

g  en  G,  on  ne  variera  que  leur  ordre. 

18.  Démontrons  maintenant  le  théorème  fondamental  par  rapport 
aux  périodes. 

Théorème.  —  Le  produit  de  deux  périodes  J,  Xj  et  [/,  ij.]  égales  ou 
distinctes  est  congru,  suivant  la  Jonction  (U),  À  une  Jonction  linéaire 
des  périodes  [_/,  •  J ,  [/.  g]i  •  •  • ,  T/,  g*"'  ,  à  coefficients  entiers. 

En  multipliant  chaque  ternie  de  la  période  [y,  a]  par  la  période 

(u)  r/,^]=L/,>-ê']=[/,xg=''j, 

on  aura 

[/;  X]  [/,  i,._  ^  [f,  X]  ^^-1-  [/  Xg^]  .r^^'  +  . . . 

=  x^-*-^  -+-  x^s'+v-  +  .  . .  4-  a:'s^-'''-!^ 

^  ^.0+1^)5'  ^  x'^s'-'-^^s'  +  ...  +  x'^s^'^'^s'^  .  .  . 
+  ^('-W^</-'"  +  a?s"-^s^-'"  +  .  .  . 

et  par  conséquent 

(0  [/.>■][/ ;^]^[/. >■  +  ,"-J  +  [/ H'+F-]  +  ■  •  ■  +  [y, Xg=/-"^-h p.,. 

Quelques-unes  des  périodes  [J,  X  -t-  y.],  [/,  }.g"-+-  p.],  . . .  peuvent  être 
congrues  entre  elles  suivant  la  fonction  U;  en  outre,  si 

Xg*'-f-p.  ^o     (mod.//), 


(U 
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il  vient 

(U)  \fAè'"+'A^-f- 

Donc,  en  général,  on  aura 

fa)     (U)       [/;>.]  [/  <}.]  ^.nf+  h^  -f-  f?,  -f-...  4-  /?,„,, 

ti,  /;,  c,  .  . . ,  l  étant  des  nombres  entiers. 

En  multipliant  maiutenanl  les  deux  termes  de  la  congruence  (2)  par 
IJ.  v],  on  aura,  à  cause  de  la  même  formule  (i), 

(U)       O'Uj  L/,  ^1  [/;  V  :  ^  «y + z*'?  +  c'?.  +  •  - .  +  /'?..-,, 

«',  b',  c',  . . .  étant  des  nombres  entiers. 

Par  conséquent,  si  V  désigne  une  fonction  eulière  à  coefficients  en- 
tiers des  périodes  S,  c,,  .  . . .  ç^-,,  on  peut  toujours  supposer 

(D)  V=A  +  Bï  +  C?,  -^...+L|,_,, 

A,  B,  C,  ...  étant  des  nombres  entiers. 

En  attribuant  dans  la  congruence  (2)  aux  nombres),  et  ij.  les  diffé- 
rentes valeurs,  on  aura  les  congruences  qui  suivent  : 

i§-      ^^sf         -{- m'z,         -h  iii,'£,      -h  . . . -I- w^_i^e^, 
^?,    ^.$"y      -\-  nv'  ç      +  m;  ï,     +  . . .  +  /«,':,|e-, 
S|,_,  =  ^:"-'y  +  m'-'  '^-h  7nr''^,  +...■+-;«';'-" 2,-, 
^,  ni,  m,,  ...,     m^_,, 

ç'"  ;;/'''         m'"  /«'" 


c'e-1) 


étant  des  nombres  entiers  égaux  respectivement  à  ceux  qui  figurent 
dans  les  formules  analogues  pour  les  équations  binômes. 
De  ces  congruences  on  déduit  la  suivante, 

(4)  (U)       r  +  /',r-' ^/^^r-^ H- ■••  +  /'. -^o, 

p,,Pi,  .  ■ .  1  Pe  étant  des  nombres  entiers. 
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Cette  congruencp,  étant  convertie   en  équation,  sera  identique  à 
celle  dont   on  se  sert   pour  obtenir  les  périodes  à  /  termes   formées 

avec  des  racines  de  l'éqnalion- =  o.  La  congruence  (4)  est  satis- 
faite par  toutes  les  périodes  S,  S,,  ... ,  ?,.._,. 

De  plus,  en  procédant  comme  dans  la  théorie  des  équations  binôme':, 
on  aura  la  congruence 

(  ÎJ )  N ?i  EEEE  rt'^'  -f-  rt','' l  -f  d':' ?^  +  .  . .  +  a:_,  '%''  ' , 

N,  fi'^',  n'/^,  . . .  étant  des  entiers. 

19.  Maintenant,  soient  p  un  nombre  premier  appartenant  à  l'expo- 
sant h.  suivant  le  module  »,  ety^un  nombre  entier  tiivisiWe  par  h  on, 
en  d'autres  termes,  tel  qu'on  ait /j^ee;  i  (mod.  i).  Nous  allons  étudier 
les  propriétés  des  périodes  par  rapport  au  module /j  et  une  fonction 
P  irréductible  et  divisant  la  fonction  U  suivant  ciî  module. 

Il  est  clair  que  toutes  les  congruences  précédentes  suivant  la  fonc- 
tion U  auront  lieu  aussi  suivant  le  module /?  et  la  fonction  P,  car  L 
est  divisible  suivant  ce  module  par  P. 

Cela  posé,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  périodes  E,'i,,  ..  .,  Çg-,  sont  congrues  aux  nom- 
bres entiers  suivant  le  module  p  et  Injonction  P. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  on  aura 

2  ^  û:  -h  x^'  -f-  .r°"'  -I-  . . .      (  mod .  /),  P) , 
d'où  il  résulte 

^''ss  [x  -H  x^^  -H  xs'"  -^  .  . .  Y^EE^x-P  H-  xs'r  .-i-  as'V  -f-  .  . .      ( mod .  /j,  P). 

D'ailleurs,  il  suit  de  la  congruence /J'^^  i  (mod.  ri)  que /^ est  congru 
suivant  le  module  n  au  nombre  g'",  X  désignant  un  nombre  entier,  et, 
par  conséquent 

(U)  '^=x''+xii'"  +  ...  =  l. 

Donc  il  viend  ra 

^^%      [moù.p.V), 

Jauni,  de  Math.  {V  série),  tome  VI.  —  Mars   i8So.  1  i 
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otî,  en  d'autres  termes,  le  produit  ç(|  —  i  ). .  .  (ç  —  /;  -h  i  )  est  divisible 
par  P  suivant  le  module/;. 

Mais,  P  étant  une  fonction  irréductible,  l'un  des  facteurs  dece  pro- 
duit est  divisible  par  P  suivant  le  module/),  savoir  :  Ç  est  congru  à  l'un 
des  nombres  o,  i ,  2,  ...,/)  —  i  suivant  le  module/;  et  la  fonction  P. 

Cela  aura  lieu  encore  par  rapport  aux  autres  périodes  S, ,  E^,  ••••1  |e-i- 

Soient  ii,  u,,  . ..,  1/^-,    des  nombres  entiers  congrus  aux  périodes 
5,  ç, ,  . . .  ,  êe-i  suivant  le  module  /;  et  la  fonction  P. 

Ces  nombres  peuvent  être  déterminés  comme  il  suit. 

Nous  avons  déduit  dans  le  numéro  précédent  la  congruence 

(U)  ^'•  +  /;,r-'-+-/'2r-'---    +/'.=o. 

Les  nombres  entitrs/j,,/?.,  ■ . .  ,pe  satisfont  aux  congruences 
-/;,=2  -l-ç.-f-  .  ..-h|e_,, 

n    'et        '      'i'C        <_  •      'C  t 

/rj\  )  l''l ÇÇl    "T-  Çuo  -T-  .   .  ■  -r-  -«_2-e_(  , 

-/;3^|?.£,-+-..., 


Ces  congruences  nous  donnent  les  suivantes 


Ih^ih  -\-u.,+  ...- 

f-  «,._,, 

p..SE^llU,  -h  lUi.2-^  ■  ■ 

.  -i-u,_.,u,_,, 

l).^^^Ull,lf..-i-  .  .  ., 

'mod.  p) 


Il  résulte  de  là  que  la  congruence 

u''  -h  p,  ?(.''"'  -f-  . . .  H-  p^-r:^  o      (  mod.  />) 

est  satisfaite  partons  les  nombre  u,  u,, ...,  iie-{- 

Ainsi,  nous  sommes  parvenu  au  ihéorème  de  M.  Kummer  :  L'ecpia- 
tio?i  de  degré  e  au  moyen  de  Laquelle  se  trouvent  les  périodes  à  f  termes 

formées  avec  des  racines  de  l'équation  — - —  =  o,  7i  étant  un  nombre 
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premier,  a  e  racines  égales  ou  inégales,  si  on  la  considère  comme  une 
congruence  suivant  le  module  p  tel  qu'on  ait  p^^^  '  (mocl.  n). 

Des  congruences  (3)  du  numéro  précédent  on  déduil  les  suivantes  : 

II"       ^sj         -+- nui         -^  m,u,     -^  ■ . . -h  me_,î!e+, 


nu,     s^s''^f     +m^'>u     -^m'I'u      -^    . . -,- „,,_,„^_,     ^     ^aiod.») 


Il  suit  de  la  définition  des  nombres  «;,  //,,  ...,  Ug^,  que  toute  fonc- 
tion entière  (p{^,'i,,  . ..,  Çe_,)  des  périodes  S,  2,,  . . . ,  2g_,,  à  coefficients 
entiers,  satisfait  à  la  congruence 

o(S,|,,  ...,  ?<.^,)  =  (p(M,«,, u^^,)     {moô.p,  P). 

Donc  cp{B,^,,  .  ■■,-.c-,)  sera  divisible  par  P  suivant  le  module /;  si 
Ton  ;i 

o(«,  «I,  . .  .,  «^_,)s5E  o     [moà.  p). 

*iO.  Maintenant  nous  allons  voir  comment  on  obtient  les  facteurs 
irréductibles  de  la  fonciion  U  suivant  le  module  premier  p. 

Supposons  que /j  appartienne  à  l'exposant  h  par  rapport  au  module  n, 
et  soit  n  —  I  =  kk.  Désignons  par 

If  }  -1  ,  „*  .  „2'(  „(A-i)A 

\fl,l]  =  '/J  ^^X  4-  JT"  ■+■  JC".  -h  .  ..-•r-XS 

[n,g\        =•/?,      ^^X-      4-.T^       -h  x^        +...-+-.r«' 

!  [A,  g"  'J  = -/î^,,,  EEE.r=      -h  xS       -^  x"       4-,..  + a:" 

les  périodes  à  h  termes.  Soit  encore  P  un  des  facteurs  irréductibles  de 
la  fonciion  U  suivant  le  module  yj. 

D'après  ce  qui  précède,  les  périodes  v?»'),,-  •■,  *2a-)  sont  congrues 
suivant  la  fonction  P  et  le  module/?  aux  nombres  entiers 


satisfaisant  à  la  congruence 

j/  +  q^  v-*-'  -K  ry^v'*-^  4- .  .  .  ^  o    (  mod.  7), 

Vn  727  •  ■  ■>  7a  étant  des  nombres  entiers. 

Maintenant  nous  allons  former  la  congruence  de  degré  hk  suivant  le 


oc-  -h  x-°   -+-  oc-s"  +  .  . 

-}-  a'»           ;=^[/',  ij 

x'' -\- a''°    -t- a '^=  ' '  + . 

...,.^A."'-'*^[A.A-] 
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module  p  et  la  fonction  P  qui  aura  pour  ses  racines  les  fonctions  x,  ccS  , 
x°'\  . . .,  x^''^''  .  Cette  congrueuce  peut  être  représentée  sous  la  forme 

(2)  (X  -  x)(X  -  a-")(X  -  a^s"-').,.  (X  -  x°"*""')  =  o   (mod.  /;,  P). 

Afin  de  déterminer  les  coefficients  de  celte  congrueuce,  on  cherche 
d'abord  les  sommes  de  puissauces  semblables  des  racines. 
Eu  vertu  des  formules  (j)  on  aura 


(mod.  p,  P). 


IjCs  périodes  [h,  i],  [h,  2],  .  .,  comme  nous  avons  vu  plus  haut, 
sont  congrues  suivant  le  module /j  et  la  fonction  P  aux  nombres 
t',  l'i,  .  .  ,  (';;_,.  Comme  nous  avons  désigné  par  P  uu  f;icteur  irréduc- 
tible quelconque  de  U,  le  nombre  c,  congru  à  la  première  période 
[h,  i],  peut  être  choisi  arbitrairement  dans  la  suite  t»,  t',, . . .,  4'a_i-  f-*' 
nombre  v  étant  déterminé,  on  cherche  le  nombre  f,  congru  à  la  pé- 
riode [/^g'j  au  moyen  de  la  liaison  qui  existe  entre  les  périodes; 
\\  dépend  de  l' tout  à  fait  de  la  même  manière,  comme  [//,  g']  de  [/i,  i] . 

Ainsi  on  pourra  toujoius  déterminer  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables de  racines  de  la  congruence  (2).  Soit 

X''  +  /,  X"-'  ~ ...+  /, ^  o    (  mod .  p,  P  ) 

cette  congruence,  /,,  /^,  ...,  //,  étant  des  nombres  entiers.  Eu  remar- 
quant que  celte  congruence  est  satisfaite  par  la  fonction  X  =  x,  ou 
voit  que  la  fonction  x''  -+-  /,  .t:''"'  -t-  /.,x''~-  -+-..-+-!,,  est  divisible  parP 
suivant  le  module /j. 
P  étant  une  fonction  irréductible  de  degré  A,  ou  peut  toujours  prendre 

P  _■=  x''  -T-  l,  a''-'  -h  /.x''--  -f-  . . .  +  //,. 

En  remplaçant  v  par  d'autres  valeurs  w,,  {>„,  .  .  .,  (•/,_,,  on  aura  les  autres 
fonctions  P.  [J  snn're.) 
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Sur   V Astronomie  nautique; 

Pak  m.  h.  resal. 


Dans  ces  derniers  temps,  des  savants  et  praticiens  de  premier  ordre 
se  sont  fort  sériensement  occupés  de  cette  brdnche  des  sciences  ap- 
pliquées et  lui  ont  donné  une  nouvelle  impulsion. 

Je  me  bornerai  ici  à  signaler  d'abord  le  remarquable  travail  de 
MM.  Yvon  Villarceau  et  Aved  de  Magnac,  intitulé  Nouvelle  navigation 
astronomique.  Cet  Ouvrage,  qui  a  été  publié  en  iS'y'y,  est  actuellement 
trop  connu  pour  que  je  croie  devoir  m'y  arrêter. 

J'arrive  maintenant  à  un  nouvel  Ouvrage  qui  m'a  vivement  intéressé 
aussi,  celui  de  M.  Faye,  qui  vient  de  paraître  sous  le  titre  ô.' Astro- 
nomie nautique,  et  qui  comprend  une  partie  des  Leçons  professées 
par  l'illustre  astronome  aux  élèves  de  l'École  Polytechnique. 

Dans  ce  Volume,  l'auteur  expose  les  notions  essentielles  d'Astro- 
nomie sphéiique,  l'étude  des  instrumciils  tie  mesure,  la  théorie  des 
erreurs  d'observation,  les  procédés  de  la  navigation  par  estime  et  ceux 
de  la  navigation  astronomique. 

Il  diffère  des  Ouvrages  antérieins  sur  le  même  sujet  par  l'emploi 
systématique  des  formules  fondamentales  de  la  transformation  des 
coordonnées  sphériques,  formules  d'un  usage  beaucoup  plus  facile  au 
fond  que  les  moyens  plus  ou  moins  détournés  dont  les  marins  font  un 
si  fréquent  usage.  La  mesure  du  temps  par  les  chronomètres  a  été  sin- 
gulièrement simplifiée  par  les  procédés  qu'on  a  adoptés  en  Angle- 
terre d'après  les  idées  de  Lieussou.  L'étude  des  déviations  de  la  bous- 
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sole,  SI  importante  depuis  l'introduction  du  ferpar  masses  énormes  dans 
les  navires,  a  été  exposée  d'après  la  théorie  de  Poisson,  sous  la  forme 
adoptée  par  l'Amirauté  anglaise.  Enfin  la  question  des  droites  et  des 
cercles  de  hauteur,  si  vivement  agitée  aujourd'hui,  a  été  réduite  à  ses 
véritables  termes. 

Insistons  un  moment  sur  les  déviations.  C'est  un  point  capital  qui 
s'impose  désormais  à  l'attention  des  marins.  A  l'époque  où  Poisson  a 
appliqué,  avec  un  grand  sentiment  de  la  réalité,  sou  génie  gf'ométrique 
à  cette  difficile  question,  les  navires  étaient  en  bois  et  le  fer  n'y  figu- 
rait que  pour  une  bien  faible  partie  de  la  masse  totale.  Aujourd'hui 
ces  conditions  se  trouvent  renversées  totalement;  c'est  le  bois  qui  est 
devenu  rare  et  le  fer  prédominant.  Aussi  les  déviations  sont-elles 
énormes;  sur  les  cuirassés  elles  sont  devenues  menaçantes.  Néanmoins 
la  théorie  de  Poisson  tient  toujours;  mais,  pour  soumettre  à  l'analyse 
un  pareil  problème,  il  a  fallu  des  hypothèses  dont  les  incertitudes, 
autrefois  peu  influentes,  deviennent  de  jjIus  en  plus  marquées,  et, 
dans  une  question  de  ce  genre  qui  répond  aujourd'hui  à  un  danger 
très  sérieux,  car  il  est  établi  que  la  majorité  des  sinistres  tiennent  à 
des  erreurs  de  compas,  on  ne  saurait  donner  trop  d'attention  aux  bases 
de  la  seide  théorie  qui  existe,  aux  observations  qui  seules  permettent 
de  l'appliquer  avec  quelque  sécurité.  L'auteur  a  discuté  les  unes  et  les 
autres  de  manière  à  les  rendre  très  aisément  accessibles  au  lecteur. 
De  plus,  \l  a  proposé  un  moyen  de  contrôle  d'une  simplicité  extrême, 
qui  nous  paraît  applicable  lorsque  la  mer  n'est  pas  trop  agitée  :  c'est 
de  traîner  à  la  remorque,  à  la  distance  où  les  masses  de  fer  du  navire 
sont  sans  action  sensible,  un  canot  muni  d'une  boussole  à  l'aide  de 
laquelle  on  relève  l'orientation  du  navire  pendant  qu'à  bord  on 
note  les  indications  du  compas  étalon.  On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Faye  d'autres  suggestions  de  ce  genre  dont  les  marins  sont  seuls 
juges;  nous  désirons  qu'elles  soient  mises  à  l'essai. 

La  théorie  des  erreurs  d'observation,  d'après  les  règles  du  Calcul 
des  probabilités,  est  un  accessoire  devenu  aujourd'liui  indispensable 
aux  praticiens.  Elle  a  été  présentée  sous  un  jour  nouveau  et  offrira 
peut-être  quelque  intérêt  aux  lecteurs  du  Jounial  de  Mathéma- 
tiques. On  sait  que  le  Calcul  des  probabilités  est  une  science  d'origine 
française  qui  doit  aux  travaux  de  Laplace  et  de  Poisson  d'immenses 
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développements.  Cependant  les  praticiens  ont  été  conduits  à  délaisser 
les  voies  ouvertes  par  ces  grands  géomètres  pour  suivre  les  idées  et 
les  définitions  de  Ganss.  M.  Faye  a  du  adopter  cette  marclie  avec 
quelques  modifications.  Gauss  part  de  l'hypothèse  que  la  moyenne 
arithmétique  d'une  série  de  mesures  relatives  à  une  même  grandeur 
donne  nécessairement  et  en  iout  cas  la  valeur  la  plus  probable  de 
cette  grandeur.  Il  déduit  ensuite  de  celte  hypothèse,  par  une  analyse 
fort  simple,  que  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  de  cliaque  mesure 
est  exprimée  par 

-^  e~'''' ^'' dx , 

h  étant  une  constante  relative  au  degré  de  précision  du  genre  de  me- 
sure considéré.  On  peut  ensuite  vérifier  cette  loi  théorique  par  l'é- 
tude des  erreurs  effectivement  constatées.  M.  Faye  a  adopté  la  marche 
expérimentale;  il  cherche  d'abord,  dans  l'examen  de  séries  d'erreurs 
se  rapportant  à  des  questions  fort  différentes,  s'il  existe  une  loi  de 
probabilité,  en  prenant  pour  exemples  des  observations  astrono- 
miques, des  mesures  de  la  gravité  par  le  pendule,  les  déviations  ob- 
servées dans  le  tir  d'armes  à  feu,  etc.  Il  retrouve  ainsi,  graphi- 
quement, des  courbes  de  probabilité  assurément  fort  différentes, 
mais  se  rapportant  toutes  à  un  seul  et  même  type  dont  l'équation 
conduit  à  la  loi  précédemment  énoncée.  H  en  résulte  immédiate- 
ment des  règles  simples  pour  combiner  les  observations  de  la  ma- 
nière la  moins  exposée  aux  erreurs  et  surtout  pour  apprécier  le 
degré  de  précision  des  résultais.  Chemin  faisant,  l'auteur  examine 
à  quelles  conditions  ces  règles  s'appliquent  à  la  discussion  des  mesures 
effectuées  et  montre  que  les  géomètres  n'ont  pas  raison  de  soutenir 
que  la  méthode  des  moindres  carrés,  par  exemple,  ne  s'appliquequ'au 
cas  d'un  très  grand  ?} ombre  de  donr.ées.  San  emploi  est  légitime,  au 
contraire,  chaque  fois  que  les  écarts  suivent  d'assez  près  la  loi  de 
probabilité  susdite.  Daus  le  cas  contraire,  aucune  méthode  établie 
a  priori  ne  saurait  être  appliquée;  on  en  est  réduit  à  trier  les  observa- 
tions de  manière  à  procurer,  si  faire  se  peut,  l'élimination  des  erreurs 
systématiques  dont  elles  sont  affectées. 

L'auteur  a  traité  avec  beaucoup   de  soin  la  navigation  lunaire,  si 
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l'on  peut  employer  cette  expression  paropposition  à  celle  de  navigation 
clironométrique.  Il  propose  aux  marins  divers  perfectionnements 
essentiellement  pratiques  pour  le  calcul  des  longitudes  par  les  hauteurs 
de  la  Lune,  ou  par  les  distances  de  cet  astre  au  Soleil  ou  aux  planètes. 
Il  insiste  en  particulier  sur  la  nécessité  de  tenir  compte  exactement, 
dans  les  calculs,  de  la  figure  de  la  Terre  et  même  des  erreurs  îles  Tables 
actuelles,  en  attendant  que  celles  que  le  Bureau  des  Longitudes  fait 
préparer  d'après  la  théorie  de  Delaunay  aient  enfin  vu  le  jour. 


THÉOUIF.    DES    POTENTIELS    d' ATTRACTION.  8q 


Sur  la  manière  de  présenter  la  tliéorie  des  potentiels  d'attrac- 
tion, dans  Vhypothèsc,  généralement  admise,  de  la  disconti- 
nuité de  la  matière; 


Par  m.  J.  BOUSSIIVESQ. 


1 .  Les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  potentiels  d'at- 
traction newtonienne,  et  qui  les  ont  étudiés  pour  les  points  situés  au 
dedans  des  corps  mêmes  auxquels  est  due  l'attraction  dont  il  s'agit,  ont 
supposé  que  la  matière  de  ces  corps  était  continue,  c'est-à-dire  uniformé- 
ment disséminée  à  l'intérieur  de  toute  partie,  à  dimensions  infiniment 
petites,  de  l'espace  qu'ils  paraissent  remplir.  Grâce  à  cette  hypothèse,  la 
densité  réelle,  rapport  de  la  masse  au  volume  pour  un  volume  infiniment 
peu  étendu  en  tout  sens,  a  sensiblement,  en  chaque  point  des  corps,  la 
même  valeur  que  la  densité  apparente  p,  rapport  de  la  masse  d'une 
particule  visible  de  matière  à  l'espace  lolal  qu'elle  semble  occuper.  On 
sait  qu'alors,  pour  tout  point  M(jr,j",  z)  intérieur  au  corps,  le  i;oten- 

tiel  \'  =  /— '  somme  des  quotients  obtenus  en  divisant  la  unisse  dm 

que  contient  chaque  élément  de  volume  par  sa  distance  r  au  point  M, 
est  sensiblement  le  même,  soit  qu'on  y  comprenne  la  matière  située  à 
l'intérieur  d'une  sphère  d'un  rayon  imperceptible  R  décrite  autour  un 
point  M  comme  centre,  soit  qu'on  ne  l'y  comprenne  pas.  En  effet,  on 
reconnaît  immédiatement,   par  une  décomposition  en  couches  sphr>- 

Jouni.  de  tlath.  (3"^  série),  tome  VI.  —  Mars  1880.  I  2 
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riques  concentriques,  que  la  matière  considérée  donne  en  tout  un  po- 
tentiel comparable  au  quotient  de  sa  masse  par  le  rayon  R  de  la  sphère 
qu'elle  remplit,  c'est-à-dire  comparable  au  produit  pR-  ;  ce  potentiel 
est  donc  insignifiant,  à  côté  de  celui  qui  est  relatif  à  l'ensemble  de  toutes 
les  autres  parties  et  quise  trouve  généralement  de  l'ordre  du  produit  dep 
par  le  carré  des  dimensions  du  corps.  Alors  aussi,  le  potentiel  total  V 
et  ses  dérivées  partielles  successives  en  x,  y,  z  varient  graduellement 
d'une  région  à  l'autre  du  corps,  et  l'on  démontre  notamment  que  la 
dérivée  première  de  V,  prise  à  partir  du  point  M  le  long  d'une  droite 
infiniment  petite,  est  proportionnelle  à  la  composante,  suivant  le  même 
sens,  de  l'attraction  newtonienne  qui  y  serait  exercée,  sur  l'unité  de 
masse,  soit  par  toute  la  matière  du  corps,  soit  seulement,  à  très  peu  près, 
pnr  la  portion  de  cette  matière  qui  est  extérieiu-e  à  la  sphère  impercep- 
tible de  rayon  R  décrite  autour  du  point  M  comme  centre.  Enfin,  ou 

tfV      rl'V     i/'\ 

sait  que  la  somme  des  trois  dérivées  parlielles  secondes—-?   —— ?  -— 

^  ^  dx'       dy'       clz- 

égale  en  chaque  point  —  ^t-q. 

Mais  ces  démonstrations  et  même  leurs  résultats  semblent  perdre 
toute  valeur  pratique,  quand,  del'avis  unanime  des  s;^^allts,  on  rejette 
l'hypollitse  delà  continuité  de  la  matière,  et  surtout  quand  on  regarde, 
avec  la  plupart  d'entre  eux,  les  dimensions  des  dernières  particules  ou 
atomes  comme  de  très  petites  fractions  de  la  distance  comprise  enirt- 
chacune  d'elles  et  ses  voisines.  Alors,  si  Von  continue  à  définir  le  po- 
tentiel comme  nji  le  fait  clans  les  Co?^/-^,  cette  fonction  V  ^  /  — ■>  mais 

surtout  ses  dérivées  parlielles  de  plus  en  plus  élevées,  peuvent  mènic 
cesser  d'exister  en  taiit  que  fonctions  utilisables,  c'est-à-dire  en  tant 
que  fonctions  variant  graduellement  à  l'intérieur  de  tout  volume  peu 
étendu  et  jouissaiit  ainsi  de  la  continuité  attribuée,  dans  les  diverses 
branches  de  la  Physique  mathématique,  aux  fondions  qui  expriment 
une  manière  d'êlre  déterminée,  perceptible  pour  chaque  petite  région 
de  l'espace.  Par  exemple,  d'après  le  théorème  de  Poisson  que  je  viens  de 

1-/'  V     d-  V    d-  V 

rappeler,  la  somme  des  trois  dérivées  -—.,^  -—■>  -.-7  sera  nulle  dans  le 

f  r  '  dx-      dj-       dz- 

vide  compris  entre  deux  atomes,  et  elle  égalera  en  valeur  absolue,  à 
l'intérieur  de  chaque  atonie,  le  produit  du  facteur  l\t:  par  la  densité 
énorme   de  l'atome  au   point  considéré.   Les   dérivées  secondes  du 
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potentiel  ne  varieront  donc  pas  graduellement.  On  pourra  en  dire  au- 
tant, si  le  rapport  du  vide  au  plein  est  très  considérable,  des  dérivées 
premières,  composantes  de  l'attraction,  et  même  du  potentiel,  puisque, 
dans  le  cas  extrême  où  toute  la  masse  serait  concentrée  en  un  nombre 

fini  d'atomes  sans  étendue,  le  potentiel  — >  relatif  à  un  seul  atome,  de- 
viendrait infini  pour  /  =  o.  Quand  on  suppose  la  densité  de  chaque 
atome  suffisamment  grande  par  rapport  à  la  densité  apparente  p  du 

corps,  le  potentiel  \  =  l  —  ,  tout  en  restant  fini,  devient  maximum 

à  l'intérieur  de  chaque  atonie  du  corps,  minimum  dans  chaque  inter- 
valle intcrmoléculaire,  et  présente  ainsi  des  milliards  de  variations 
de  sens  inverses  dans  des  étendues  même  imperceptibles. 

2.  Il  est  donc  nécessaire  de  faire  subira  la  définition  du  potentiel 
un  changement,  qui  permette  à  cette  notion  si  importante  de  subsister, 
de  conserver  son  véritable  sens  concret  et  son  utilité  pratique,  dans 
toutes  les  opinions  que  l'on  peut  se  former  touchant  la  composition 
des  dernières  particules  de  la  matière.  C'est  ce  que  je  me  propose  de 
faire  ici,  en  réponse  à  un  désir  exprimé  par  plusieurs  géomètres  (no- 
tamment par  M.  Gilbert  et  par  M.  de  Saint-Venant). 

Le  cliangement  à  introduire  ressort  de  l'usage  même  auquel  ou 
emploie  le  potentiel.  On  s'est  aperçu  depuis  longtemps  que  les  actions 
exercées  sur  une  particule  de  matière  sont  de  deux  sortes  :  les  unes, 
dues  à  d'autres  particules  contiguès,  se  produisent  à  des  distances 
totalement  imperceptibles  et  ont  pour  résultantes  les  forces  appelées 
pressions,  tensions,  elc.  ;  les  autres,  régies  par  la  loi  de  Newton,  sont 
dues  aux  particules  de  matière  situées  à  des  distances  visibles  de  celle 
que  l'on  considère,  et  leur  résultante  n'est  autre  que  la  pesanteur  ou 
plutôt  le  poids  de  la  particule. 

Or,  on  ne  demande  au  potentiel  que  de  faire  coimaîire  la  pesanteur 
existant  en  chaque  point,  car  dans  les  équations  d'équilibre  ou  de 
mouvement  qui  contiennent  ses  dérivées,  dans  celles  de  l'Hydrostatique 
par  exemple,  on  ne  marique  pas  de  compter  en  outre  les  pressions. 
Donc  le  potentiel,  tel  qu'il  est  conçu  naturellement,  ne  doit  pascon- 

1  (lin  ,  ,  ,  .  , . 

tenir  de  terme  —  ayant  a  son  dénominateur  une  distance  r  impercep- 
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tible,  On  peut  le  définir,  pour  chaque  point  M(x,y,  z)  de  l'espace, /« 
somme  qu'on  obtient  en  divisant  diverses  masses  élémentaires  consi- 
dérées, m  ou  dm,  par  leurs  distances  r  au  point  quelconque  jNI,  et  en 
ajoutant,  non  pas  tous  ces  quotients,  mais  ceux-là  seulement  qui  se 
rapportent  à  des  masses  extérieures  à  la  sphère  décrite,  du  point  M 
comme  centre,  avec  un  rajon  imperceptible  et  constant,  R,  incompara- 
blement plus  grand  que  la  distance  de  deux  molécides  voisines.  Alors 

une  somme  y  -peut,  sans  difficulté,  être  remplacée  par  une  intégrale 

—  5  car  tous  les  ry  sont  assez  grands  pour  ne  varier  que  de  fractions 

insignifiantes  de  leurs  valeurs  lorsqu'on  suppose  chaque  atome  pul- 
vérisé et  disséminé  dans  l'intervalle  intermoléculaire  rnvironnant.  De 
l^lus,  on  évite  les  considérations  délicates  de  limites  qu'introduit  l'an- 
nulation de  certains  dénominateurs  dans  la  théorie  ordinaire,  où  l'on 
pose  finalement  R  =  o. 

D'ailleurs,  la  valeur  absolue  de  R  importe  peu  ;  dès  que  ce  rayon  est 
supposé  tout  à  la  fois  incomparablement  moindre  que  les  dimensions 
(les  corps  étudiés  et  beaucoup  plus  grand  que  la  distance  de  deux  mo- 
lécules contiguës,  les  variations  du  potentiel  en  un  même  point,  dues 
aux  variations  de  R,  sont  de  l'ordre  de  celles  de  pR-  et  totalement  ik'- 
gligeables.  11  faudrait  que  R,  en  diminuant,  devînt  comparable  à  l'm- 
lervallequi  sépare  deux  atomes  ou  tout  au  moins  deux  molécules,  pour 
(jue  V  pùl  commencer  à  augmenter  rapidement  dans  le  voisinage  de 
l'une  d'elles  et  à  devenir  not;iblement  différent  en  deux  points  très 
proches  l'un  de  l'autre,  de  même  qu'une  série  semi-comergeiite ,  mais 
dont  la  divergence  ne  s'acc(  ntue  qu'à  partir  tle  termes  très  éloignés, 
s'approchi-  longtenijîs  et  beaucoup  d'une  limite,  pour  s'en  écarter  en- 
suite indéfiniment.  Dans  la  question  du  potentiel,  l'hypothèse  de  la 
continuité  de  la  matière  a  pour  effet  de  rendre  la  somme  tout  à  fait 
convergente  et  de  permettre  ainsi,  grâce  à  l'effacement  des  attractions 
locales  produit  par  la  pulvérisation  fictive  de  la  matière,  d'étendre  le 
poleniiel  à  toute  la  masse  sansvicier  les  résultats  particuliers  que  l'on 
cherche,  c'et,t-à-dire  sans  altérer  la  valeur  de  la  pesanteur  en  chaque 
point.  Mais  il  y  a  dans  cette  manière  de  procéder  inie  fiction  qu'd 
importe  de  bien  voir  :  elle  consiste  à  raisonner  comme  si  l'action  de 
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deux  points  matériels  était  régie  par  la  loi  de  Newton  jusqu'aux  plus 
petites  dislances,  hypothèse  qui,  jointe  à  celle  de  la  continuité,  aurait 
[)our  résultat  de  réduire  à  rieii  ces  forces  qu'on  appelle  pressions, 
tensions,  tractions,  etc.,  et  qui  sont  d'ordinaire  les  plus  considé- 
rables ('). 

5.  La  définition  queje  donne  du  potentiel  conduit  très  simplement 
et,  ce  me  semble,  par  la  voie  la  plus  naturelle  possible,  aux  propriétés 
analytiques  dont  jouit  cette  fonction. 

Proposons-nous    d'évaluer    d'ai'Ord    ses   dérivées   premières,    pru- 

exemple  la  dérivée  — •  A  cet  effet,  j'observerai  que  le  potentiel  V  vau- 
dra, pour  chaque  point  ]M(j:,j>',  :•),  la  somme  /  '^^j  étendue  à  lous  les 

éléments  de  volume  dji  qui  sont  extérieurs  à  une  sphère  ABCD,  décrite 
i\u  point  mobile  ^ï  comme  centre  av;  c  le  rayon  constant  R.  .Si  i\I  se 


déplace  d'une  petite  fraction  de  R  et  vient  ainsi  au  point  M',  quia  les 
coordonnées  x  +  Ax,  y,  z,  la  sphère  se  sera  transportée  en  AB'CD',  et 


('1  Dans  la  tiiéorie  de  l'électricité  staliijue,  il  faut  supposer  que  la  pression  est  in- 
sensible à  l'intérieur  îles  deux  fluides  qu'on  y  conçoit  ^conime  elle  le  serait  dans  un  ij-iz 
sans  chaleur),  on,  si  l'on  veut  se  dispenser  de  faire  explicitement  et  directement  cette 
hypothèse,  il  faut  admettre  à  la  fois  la  continuité  de  ces  prétendus  fluides  impondérables 
et  l'exactitude,  jusqu'aux  plus  petites  distances,  de  la  loi  ncwtonienne  pour  les  actions 
réciproques  de  leurs  diverses  parties  :  suppositions  sans  grands  inconvénients  d.ins 
l'état  actuel  de  cette  branche  de  la  Physique,  où  l'on  en  est  encore  à  chercher  le  prin- 
cipe de  la  véritable  explication  des  phénomènes. 
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le  potentiel,  devenu  V  -f-  AV,  s'écrira  /  '-^\  r'  désignant  la  distance 
à  M'  des  diverses  masses,  pdo),  extérieures  à  cette  nouvelle  sphèro. 
L'excédant  AV  se  composera  évidemment:  i°de  la  somme  /  (i  — -jp^c 

f)ii  /  (  A  -]  (9  r/oj,  étendue  à  tons  les  éléments  de  volume  r/w  extérieurs  aux  , 

deux  sphères;  2°  de  l'excès  de  la  somme  1  ^-^5  prise  pour  tout  l'es- 
pace ABCB'  intérieur  à  la  première  sphère  et  extérieur  à  la  seconde, 
snr  la  somme  pareille  /  - — i  étendue  à  l'espace  analogue  ADCD'. 

Gomme  on  a  sensiblement,  en  appelant  ar,,j,,  z,   les   coordonnées 
d'un  élément  de  volume  c?co, 


d'- 

A  -  =  -—  Ar  = Ax, 


la  première  partie  vaut,  sauf  une  erreur  de  l'ordrede  Ax"  négligeable 
à  la  limite, 

(')  {^^)f'^^^pff^> 

et  Ton  peut  d'ailleurs  y  étendre  le  signe   /  atout  l'espace  extérieur  à  la 

sphère  ABCD,  car  ce  qu'on  y  ajoute  de  la  sorte,  relatif  à  la  portion 
ADCD',  est  nul  à  la  limite  en  comparaison  du  reste. 

Occu|)OiiS-nous  actuellement  de  la  seconde  partie  de  AV.  Divisons 
l'espace  ABCB'  en  éléments  prismatiques  PQ,  ayant  pour  hauteur 
VQ  —  Ajret  pour  section  normale  (infiniment  petite  en  tout  sens)  la 
|)rojection  de  l'élément  sur  le  pian  AC  parallèle  aux;^':;.  Appelons  a:', 
^',  z' les  coordonnées  du  point  P,  et  prenons,  par  suite,  d/'dz'  pour 
section  normale  du  prisme  PQ.  Comme  le  rayon  R  est  imperceptible, 
c'est-à-dire  fort  petit  par  rapport  aux  distances  le  long  desquelles  la 
densité  p  varie  notablement,  celle-ci  a  sensiblempnt  au  point  P  l.i 
même  valeur  p  qu'au  centre  M  de  la  sphère,  et  la  masse  de  l'élément  PQ 
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vaut  à  fort  piu  près  p{^x)d/'dz'..  D'ailleurs,  M'Q  égalant  R,  le  poten- 
tiel relatif  à  l'élément  PQ  vaudra,  en  ÎM',  '--—  dj'dz'.  Par  suite,   le  po- 

tentiel  relatif  à  toute  la  niasse  comprise  dans  xiBCB'  sera  -—  /  dy'  dz' 
ou  sensiblement  le  produit  'le '^-^  par  l'aire  nR-  du  cercle  AC  d'in- 
tersection des  deux  sphères.  Retranchons-en  la  somme  /  ^— ^  prise  pour 

les  éléments  r/oj  de  l'espace  ADCD',  somme  qui  vaudra  également 
-RpAx,  et  nous  verrons  que  la  deuxième  partie  de  AV  est  d'un  ordre 
de  petitesse  supérieur  à  Ax  ou,  par  suite,  est  négligeable. 

Égalons  donc  AV  à  (i),  et  faisons  tendre  Aa?  vers  zéro     II  viendra, 
comme  valeur  de  la  dérivée  du  potentiel  suivant  le  sens  des  x. 


r> 


P' 


la  somme  / ,  dans  le  second  membre,  s'étend  à  tous  les  éléments  de  vo- 
lume dià  extérieurs  à  la  sphère  décrite  du  point  M  comme  centre  avec 
le  petit  rayon  constant  Pi.  On  voit  que  la  dérivée  du  potentiel  le  long 
d'une  droite  infiniment  petite  représente  la  composante,  suivant  la  di- 
rection de  cette  droite,  de  la  pesanteur  qui  existe  en  chacun  de  ses 
points,  c'est-à-dire  la  composante  de  l'attraction  totale  qui  y  serait 
exercée  sur  l'unité  de  masse  d'xui  atome  par  toute  la  matière  siliiée  à 
des  distances  perceptibles  de  cet  atome. 

4.  Les  dérivées  secondes  s'obtiennent  en  procédant  exactement  de 
la  même  manière.   Cherchons,   par  exemple,   de  combien  croît  l'ex- 

pression  (2)  de  —  quand  le  point  M  se  déplace  et  vient  en  M'.   La  va- 

nation   éprouvée  A-—  se  compose  encore  de  deux  parties. 

La  première  n'est  autre  que  la  somme  /  (  A  ^-^-^ —  j  ^(Y&j,   prise   \wuv 
tous  les  éléments  de  volume  d',)  extérieurs  aux  deux  s()lières.  Comme 
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on  a  sensiblement 

,X,  —  X 

:'  Ax-r3<---^' 

A"'-'''- 

cla: 

cette  première  partie  peut  s'écrire 


i]^-. 


:3)  (4x)/[3tv^-f;|frf», 


et  l'on  n'allère  sa  valeur  qne  dans  un  rapport  nul  à  la  limite, en  y  éten- 

clai)t  l'inlégralion   /  à  tous  les  éléments  de  volume  r/o  extérieurs  à  la 

sphère  ABCD,  c'est-à-dire  en  y  comprenant  même  l'espace  ADCD'. 
Quant   à   la   seconde    partie,    elle  est    l'excédant   de    l'expression 

i— — ^3 -prl'ji   ou  sensiblement    /  '■  '  ^     pdoi,  prise  pour  tous  les 

éléments  ^oj  de  l'espace  ABCB',  sur  l'expression  analogue  relative  aux 
éléments  de  l'espace  pareil  ADCD'.  Considérant,  en  particulier,  l'élé- 
ment PQ  du  premier  de  ces  espaces,  substituons  dans  '  '  ^  '    pd'ii  .sa 

coordonnée  x'  k  jc,,  mettons  de  même  pour  rsa  distance  à  M,  MP  =  R, 
pour  ^w  la  valeur  dy'dz'hx,  et  enfin,  pour  la  densité  de  la  matière 
en  P,  la  densité  très  jieu  différente,  p,  relative  au  point  M.  r,e  terme  de 
l'expression  proposée  qui  se  rapporte  à  PQ  sera  ainsi 


'•^■'■/^'       ^^,^.'^„'_       P^'' 


^  (^^'_  ^),/^.'^-'=  _  (__^K-.-  (;'-7r  -  [z-zi^dfdz'. 

Considérons  actuellement,  dans  le  second  espace  ADCD',  l'élément 
de  volume  P'Q',  symétrique  de  PQ  par  rapport  au  plan  AC.  Le  terme 
analogue  qui  lui  e^t  relatif  ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que 
x'  —  jf  y  aura  signe  contraire  ou  vaudra  +  \/R-  —  [j'  —  yf  —  (z'  —  i)'- 
La  différence  des  deux  termes  égalera  donc 


2p  A.r 


4)  -  -^  VK-^  -  [)■'-  If  -  [z'-zfdfdz' 
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dV 

el  la  seconde  partie  cherchée  de  A —- sera   l'intégrale  des  valeurs  que 

reçoit  cette  expression  qii.iud  on  y  fait  varier^',  ;'  dans  tout  l'inté- 
rieur du  cercle  AC,  doni  i'équalion  est  [j' — ?')"+  (z'— Z;"  =  R*.  Si 
lions  prenons  pour  notivelles  variables  les  coordonnées  polaires  t-,  5 
que  définissent  les  relations 


=  V'(j-'- Jj'^l--^/,      0  =  arctangp 


le  radical  de  (4)  deviendra  y'R-  —  ^'-  et  l'élément  d'aire  dy' dz'  sera 
i-emplacé  par  le  rectangle  mixtiligne  i^d-jd^.  Comme,  d'ailleurs,  5  va- 
riera de  zéro  à  2-ett  de  zéro  à   R,  l'expression   (4)  intégrée  vaudra 

(d)   - -^^  j^  s/R-----^^A  =^V^L(R--v-,-Jo  =- V^-^- 

Eu  l'ajoutant  à  (3)  et  divisant  le  tout  par  Ax,  il  vient 

ei^\    d'Y 

On  trouvera  des  valeurs  analogues  pour——?  -— r,    et   leur    addition 
à  (6)  donnera  finalement  la  formule  de  Poisson 

,  ,  rf'V      cpv      (py 

(7)  7Z?  +  ^-^:77=^-  ''"• 


5.  Il  est  à  peine  nécessaire,  en  terminant,  de  faire  observer  que  la 
petite  sphère  mobile  cor.sidérée  ici,  et  qui,  décrite  autour  du  point 
(ar,j%  z)  comme  centre,  entoure  une  matière  dont  on  fait  abstraction 
dans  le  calcul  du  potentiel,  n'a  rien  de  commun  avec  la  petite  sphère 
fixe,  comprenant  actuellement  le  point  mobile  [x,  y,  z),  que  les  au- 
teurs classiques  emploient  pour  démontrer  le  théorème  de  Poisson 
dans  l'hypothèse  d'une  matière  continue.  Cette  dernière  sphère,  à 
cause  de  la  supposition  si  nplificalrice  permise  qui  s'y  joint  d'une  den- 

Juurn.  de  Math.  (3«  série%  tome  VI.  —  Mvns  1880.  '  •J 
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site  constante  à  son  intérieur,  constitue  un  artifice  ingénieux  de  dé- 
monstration, mais  rien  de  plus.  Au  contraire,  riiilroduction  de  la 
sphère  mobile,  outre  qu'elle  conduit  au  théorème  de  Poisson  sans 
exiger  aucun  calcul  de  potentiel  total  ni  de  composantes  totales  d'at- 
traction pour  une  sphère  liomogène,  est  surtout  un  moyen  de  trans- 
former la  notion  même  du  potentiel,  ou  mieux,  comme  on  a  vu,  de  la 
ramener  à  son  vrai  sens,  et  de  l'utiliser  pour  une  matière  quelconque, 
continue  ou  discontinue. 

Rien  n'empêche,  en  effet,  de  l'appliquer  même  au  cas  extrême,  le 
seid  qu'eussent  traité  jusqu'ici  les  géomètres,  où,  la  matière  étant 
supposée  continue  et  d'une  densité  partout  finie,  on  pose  finalement 
R  =  o,  en  étendant  le  potentiel  V  aux  éléments  de  masse  intérieurs  à 
la  sphère  mobile  de  layon  R  qu'on  avait  d'abord  imaginée.  Car,  non 

seulement  l'intégrale  /  —- (prise  pour  tout  l'intérieur  de  cette  sphère  j, 

qu'on  ajoute  ainsi  au  potentiel,  est,  comme  on  sait,  de  l'ordi  e  de  pR-, 
c'est-à-dire  aussi  petite  que  l'on  veut  si  R  avait  été  choisi  assez  faible, 
mais,  de  plus,  les  dérivées  successives  de  celte  intégrale  sont  de  nou- 
velles intégrales  de  la  même  forme  qu'elle  et,  par  suite,  également 
négligeables.  On  le  reconnaît  en  observant  que  chaque  élément  r/w  de 
la  capacité  de  la  sphère,  c'est-à-dire,  du  volume  constant  qu'elle  em- 
porte, vient  être  occupé,  après  un  petit  déplacement,  dx  par  exemple, 
du  centre  [x,  j\  z),  par  une  matière  dont  la  densité  n'est  plusp,  mais 

p  -l-  -/-  dx,  en  sorte  que,  si  l'on  pose -r^  =  /^ii  l'élément  correspon- 
dant^—^  de  la  petite  intégrale  aura  crû  de  — -  f/ar.  Il    en  résulte  que 

-^-^  \  elle  a  donc  sa  dérivée 

en  X  égale  à   /  ^^— ^,  c'est-à-dire  de  même  forme  que  /  — "j  et  cette 

dérivée  est  bien  très  petite  quand  p  varie  graduellement.  Ainsi,  dans 
l'hypothèse  d'une  matière  continue,  le  potentiel  et  ses  dérivées  par- 
lielles  successives  tendent  vers  des  limites  déterminées,  quand  R  tend 
vers  zéro,  et  toutes  les  propriétés  dont  jouissent  ces  fonctions  pour  R 
très  petit  se  conservent  à  l'instant  où  R  s'annule. 
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Sur  la  réduction  en  fractions  continues  de  e"'  '', 
^{x)  désignant  un  polynôme  entier; 
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L'étude  ilu  développement  en  frac'.ions  continues  d'une  fonction 
d'une  variable  conduit,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  à  la 
considération  d'équations  différentielles  linéaires  et  du  second 
ordre.  Elles  ont  pour  solutions  les  polynômes  qui  forment  les  déno- 
minateuis   des  diverses  réduites. 

Dans  deux  Notes  précédemment  publiées  ('  ),  j'ai  déterminé  la  forme 
de  ces  équations;  poiu' résoudre  complètement  le  problème,  il  reste 
à  déterminer  les  coefficients  des  [lolynômes  qui  entrent  dans  leur 
expression. 

Ce  problème  présente  d'assez  grandes  difficultés  et  j'ai  essayé  de  le 
résoudre  dans  la  Note  qui  suit;  j'y  fraiîe  seulement  le  développement 
de  la  fonction  e'"',  où  Y{x]  désigne  un  polynôme  entier  d'un  degré 
quelconque,  et  je  fais  l'application  de  la  théorie  générale  au  cas  où 
F^.rj  est  du  second  degré. 


(  '  J  Sur  l 'approximation  (les  fonctions  il  'une  v.irinblc  au  moyen  dru  fractions  ration- 
nelles [Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  V,  j).  78). 

Sur  l'approximation  de  diverses  transcendan'es  qui  renferment  comme  cas  particu- 
lier les  intégrales  hyperelliptiques  [Comptes  rendus  îles  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  ] . 
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I. 

1.   Soit  F(a.")  un  polynôme  entier  du  degré  m;  posons 


"'■'■' =lw-^(^""')  (')' 


®„(jf)  e\f„'x]  désignant  des  polynômes  du  dfgré  n. 
On  en  déduit 

F(^)  =  log?„(^)  -  \ogfJx)  4-  (x-'-'j, 

puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

/'M 

et 


F'{x)  9„(x)/,(r)  -  o„{x)f„{x)  +  o„{x)  f\{cc)  =  x'"Q„{oc), 

Q„{x)  désignant  un  polynôme  du  degré  [m  —  il,  qui  généralement  ne 
sera  pas  divisible  par  x. 

Si,  dans  cette  relation,  on  considère y^^fjr)  et  Q„{x)  comme  connus, 
on  a,  pour  déterminer  'y„[x],  une  équation  lin^'-aire  et  du  premier 
ordre.  En  l'intégrant  d'abord,  eu  négligeant  le  second  membre,  on 
aura 

(i)  (p„{x)  =  e'^"fjx)z, 

et  z  sera,  comme  on  le  sait,  déterminé  par  la  relation 

En    désignant   par   a,   ^,    ...    les   diverses   racines   de   l'équation 

['  )  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  généralement  par  [.ri']  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  .>p,  sans  avoir 
éirard  aux  valeurs  des  coefficients  de  celte  série. 
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J„{x)  =  O,  posons  l'identité 

où  P  est  un  polynôme  du  degré  [m  —  i)  en  jr. 
On  en  déduit 

ou  encore,    en  intégrant    par  parties  le  deuxième   terme  du  second 
membre  de  la  relation  précédente, 


ou  encore 

j=sÀ  j  x  —  a. 


dx 


Or  la  valeur  de  ;:;  ne  peut,  comme  cela  résulte  de  l'équation  (1), 
renfermer  d'autre  transcendante  que  la  fonction  e'"'*';  on  a  donc,  poiu* 
toutes  les  racines  de  réqua[iony„(,r)  —  o, 


(j  —  pY'[c/.)  —  o. 
Un  calcul  facile  donne 


fn[-) 


[in         0'„(  a)  I    ,.,  ,     V  ,  „  , 


d'où  il  suit  que  le  polynùmey^,(jc)  satisfait  à  U!ie  équation  linéaire  et 
du  second  ordre  de  la  forme 


(3)      ^--["+:t| 


F'fx' 


où  H„(.r)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  2  [m  —  1). 
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2.  L'équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


^ —     —  l\[X  i  y  =  o. 

i_.r'"0„!.rij  ^      ' -^ 


d  r    e^'r' 
dx 


On  en  conclut  qu'une  seconde  solution  de  cette  équation  est  donnée 
par  la  formule 

ou,  en  vertu  des  relations  (i)  et  (2), 

5.  C'est  sur  cette  importante  propriété  que  je  m'appuierai  pour  dé- 
terminer les  coefficients  des  polynômes  0„(x)  et  H„(.r  ). 
A  cet  effet,  je  remarque  que/„_,(ar)  satisfait  à  l'équation 

dont  une  seconde  solution  est 

Formons  l'équation  linéaire  et  du  quatrième  ordre  ^2  =  o,  à  laquelle 
satisfait  l'expression 

z  =  ur\ 

la  solution  la  plus  générale  de  cette  équation  est,  en  désignant  par 
A,  P),  C  et  D  quatre  constantes  arbitraires, 

A /„(^)y„_,  [x]  -f-  By„(x)  ©„_,  (x)e-^'-' 

H-  C/„_,  (x)  05„(j^-)e"*'"-  -!-  D  ç„(x)  o„_,  (x)e~''^'^'. 

En  particulier,  elle  est  satisfaite  par  l'expression 
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dont  il  est  facile  d'obtenir  la  valeur  en  se  servant  d'une  des  propriétés 
les  plus  élémentaires  des  fractio«s  continues. 
Avant  en  effet 


el 

on  en  déduit 

d'où 


fn[x)  ^  ' 


/„(x)  ç;„_,  (,r)  -/,_,  [x)  fjx)  =  M.r="-' , 

M  désignant  une  quantité  constante, 

4.  De  là    résulte  que  l'équation  fi  =  o  est  identiquetiient  satisfaite- 
quand  on  y  fait 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  établissant  certaines  relations  entre 
les  coefficients  des  polynômes  inconnus  Q„[jc),  H„(:r),  0„_,(x)  et 
H„_.(a-). 

Mais,  pour  obtenir  ces  relations,  il  est  plus  commode  de  transformer 
d'abord  les  équations  (3)  et  (4).  A  cet  effet,  je  poserai 


j  =  ,r'V0«(-r)e     '   Y 

et 

1^)" 

n^jL-"s,!@„_,{jc)e     '   Û. 

En  faisant,  pour  abréger, 


R 

et 


n     .     ,    0„(x)  F'i^ri'    ,     n     ,     F"(:r)  rf     i    0„ , 'x  '     ,      H„(.r) 


2       J  J;-      '  2  rfx    2    0„  ( 


•r         2  ©„(jc)  2      J         j;-  2  rfx   2  0„(jj         a.-©,,  (x] 


g_r«  — 1    ,    i0^-i(r)        F'(x)T       ri  —  1        F"(x'| £    i^0'„-i'x)   ^     H„-,l.r, 

L      -C  '     20,^i(j^)  2      J  X^  2  f/x    20„_,[Xi     '     X0„_,(x)' 


I0/|  LAGIERRE. 

les  équations  3)  et  (4)  deviennent  respectivement 

(5)  Y":=RY, 
et 

(6)  U"  =  SY. 

Formons  maintenant  l'éqnalion  linéaire  et  du  quatrième  ordre  à  la- 
quelle satisfait  l'expression 

(7)  Z  =  YU; 
ayant  identiquement 


yu  =  ^"'-' e-"^''' v0„(xj  0„_,  [a-} .  Z, 

et  x'"~'e~^'^^  étant  une  valeur  de  yii^  on  voit  que  l'équation  différen- 
tielle en  Z  a  pour  solution 

I 

S/0„(.r)0„_,(.r) 

S.  Faisant,  dans  ce  qui  suit, 

Z 


\1q„[x]@„_,[x) 


on  obtiendra  facilement  une  relation  linéaire  entre  Z  et  ses  trois  pre- 
mières dérivées. 

De  l'équation  (7)  on  déduit  en  effet 

(8)  Z'=YU'+UY', 
puis,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (6), 

(9)  Z"-(R-^S)Z  =  2Y'l]'; 
puis,  en  dérivant  une  troisième  fois, 

(10)  Z"■-(R-^S;Z'-(R■  +  S')Z=::2RYU'-^2SUY', 
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et  enfin 


(■»; 


Z"-2(R  +  S)Z"-2(R'  +  S')Z' 

+  [(R-S)--R"-S"]Z=2R'YU'H-2SUY'. 


Si  maintenant,  entre  les  équations  (8),  (lo)  et  ;i  \),  nous  éliminons 
les  quantités  YU'  et  UY',  nous  obtiendrons  la  relation  cherchée 

Z'  '  '     i 

Z'"  — (R  +  S)Z'-(R'  +  S')Z  2R      2Si=o, 

Zr--2(R+S)Z"-2(R'+S')Z'+[(R-S)^-R"-S"JZ     2R'     2S' | 

ou  encore,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

R  +  S  =  G     et     R-S  =  K, 
(12)   Z--|^Z"-2GZ"+(2G|^-3G')z'  +  fK=H^^-G"jZ  =  o. 

6.  La  relation  précédente  peut,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Je  remarquerai  d'abord  que,  le  premier  membre  de  cette  identité 
étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  l'intégrale /KZ^j:  ne  doit  ren- 
fermer aucune  partie  transcendante,  et  de  là  découlent  immédiatement 
un  certain  nombre  de  relations  entre  les  coefficients  des  poly- 
nômes 0„(x),  H„(x),  0„_,  ( jt)  et  II„_,(x).  En  second  lieu,  cette  inté- 
grale ne  doit  renfermer  aucune  quantité  constante;  en  effet,  le  jjroduit 
de  cette  constante  par  KZ  donnerait  une  quantité  irrationnelle  qui  ne 

peut  exister  dans  l'expression  —  (  GZ*  —  ZZ"  -+-  |Z'^  j  • 

En  intégrant  la  relation  (i3),  il  vient,  en  désignant  par  ^  une  con- 
stante convenablement  choisie, 

2^3  +  GZ-  -  ZZ"  +  ^Z'-  =  \ifKZ-djc)-, 
et  encore 


(i3)  ^(gZ=-ZZ"+^Z'=)  =RZ/KZr/.r 


(i4)  lfliZda-  =  s/{l  +  2G 


2Z"        Z' 

Joiirn.  de  31ath.  (^3'  série),  tome  VI.  —   Haus  iS8o.  '4 
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Le  premier  membre  de  celle  idenlité  étant  une  fonction  rationnelle 
de  jc,  il  en  résulte  que  l'expression  rationnelle 

4P        r-      2Z"      z" 
est  un  carré  parfait. 

II. 
7.   Comme  application  des  résultats  obtenus,  je  ferai 

F{.v)  =  X'  -\-  2ax, 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  fn{x)  satisfait  à  une  équation  différentielle 
de  la  forme 

î«  1  \     ,        /  P„  Q„     \ 

' 2X-  %a]r  -?,«  +  -+ -U-r^o; 


XX  —  v.„  I  \  X  .»'  —  a„ 

on  a 

et  le  problème  à  résoudre  consiste  à  déterminer  les  coefficients  «„,  P„ 
et  Q„. 

8.  On  a 

,,        //i         I        1  \-'  «         I  I  P„  Q„ 


r         0.  X  —  a„                         /  x'         2  [x — a„)-  .>.•  .i:  —  a„ 

,r-  4-  2(7X  +  rt-  +    P„  —  2«rt  ■ + 


+  lQ"  +  ^„-^«-^).ï^=ir„  +  4 


a„  /  .r  .r- 

3         I 


.r  —  a,,)' 

et 

S  =  X-  +  2rtx  4-  rt-  H-    P„_|  —  lin  —  \)n ^ 

Q„_,  + a„-,  -  rt 


—  I 

I 

-  ^- 

X 

I 

n 

n  —  \, 

£„_! 

.<- 

«„_,  '  .>■  —  a„_,         4    (.'  —  a,_, 
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On  en  déduit,  en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

P„  +  P„_,   —   2('2?i-l;rt  —  -—  "- '-  =  A, 


n  —  I 


et 


Q„_,  H «„_,  —  rt  =  C 


P„  —  P„_,  —  2rt ^ =  D, 


les  formules  suivantes  : 


_  ,         ,  „        Pi.        in 


B  C  3         I  3  I 


et 

D        2«  B  c  3  1  3  I 


K  = 


r  x^         X —  a„         X  —  a„_i         4  (•^ — ""  "        4  ' -^ — a.i-i   ' 

9.  On  a 

y/lo:  —  a„)(a;—  a„_,  ) 

Posons 

fa?  — a„)(a: —  «„_,)  =  A,     - — ^^=/;,    a^an-s  —  q    <''    a„— a„._,=  f^: 
il  viendra 

rKZr/x  =  D  f^  H-  .,^  f^  +  B  r^^' 

J  ^'    ^Vû  ^!  x''-\l\  J   [x—a„\\j\ 

"  r    r  ''"^  "  ^     /''  tir   '  _   3     /"  tir 

~      J   (.r-a„_,)v/^"^4J    (x-«„)V^         4J   '>-a„_,)VÂ' 

ou,  en  effectuant  les  intégrations, 

/ V  r,  j  /  nw         "  n    \    ,''  tix  2  «  i/Â 

KZ(Yxr=    Dh 1 — -= — 

p(^—  ««-.) =(X  —  «„)      - 

I  ^\  I  y'A  I    X  —  2„_ ,  I    .r  —  a„ 

2w  (x  —  a„Y         2a  [x  —  a„_i)'        w=         y^  w-       ^'i 


Io8  LAGUERRE. 

(>omme  cette  intégrale  ne  doit  pas  contenir  de  partie  transcemlante, 


on  a 


iS)  D  =  -n    -1--— 


<1  OU 


(i6)  P„  =  P„_,  +  2r«-^^ '- 


et 

(17)  A  =  2P„-  4«a  —  «(- ^— 

10.   On  a 

^       r  ,r  r,       t  1  «  A.!  2  n  I  T  I  1 

—-  \  KZdx  —  -iMx  —  21N  H 1 

Z    J  jc  2.  .1-  —  a„         2.  :r  ^  k„_ 

relation  où  j'ai  posé,  pour  abréger, 


n  B  +  C         -,  ,1  I     \         Bz„_,-+-Ca„ 


puis 


46  ^         2Z"        Z" 


4P(x--  —  2/7X  4-  7J  -H  4-3?"  +  8rtx  -+-  4«' 

2  A        An-  2B  ■îC  3  ,        1       \  - 

-H   • h  ^  H 1 h  -     

X  .r-  X  —  a„  X  —  a„_,  2  \x  —  o„  / 


■2-{.r  — a„_,)'         4{*^— «")'         4  (•^  — ='"-')'         2u(.r  — a„)         2w'x— œ„_ 
4(1  +  /3)^^  +  8(rt  -  p^)X  -^  4(«'  +  7/3) 
2  A       4"'    .    /  -  •-.  '   \       ' 


2B 


+    2C  +  — 


j:^  \  2  w  /  X  —  a„ 

r 


2«/X  —  a„_i         .'jl-^  —  '*"''■  4(-'-  —  "«— I 


„F|xi 
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L'identité  (i4)  donne  alors  les  relalions  suivantes: 


:.8 


- 1  -t-p 

(20)  N*-r  2/^M  =^  r/= -h  ^jS, 

(21)  A  +  4«N  +  «(— 1  =  0, 

^         -^  \se„  «a-,/ 


puis 


et 


B  =  Ma„-  N^-- 


C  =  — Ma„_, -4-  N 


Ces  deux  dernières  sont,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  identique- 
ment satisfaites. 

Des  équations  (21)  et  (17)  on  déduit 


(22)  N  =  «I  - -f-  — ) + 


B  'X.n-\  +  C  2„    P„ 

w  in 


On  a  ensuite 

d'où,  en  développant  le  carré  et  en  remplaçant  jM",MN,  N"  et  N  par 
leurs  valeurs  tirées  des  relations  (18),  (19),  (20)  et  (22), 

(23)  B=+  -i— 1 a„+«  ^-!-  n-[—,-A =0. 

On  a  de  même 

C=  ^t  i  _  M  a„_ ,  -:-  N  -  —  ^  ', 

d'où,  en  développant  et  en  remplaçant  M^,  MN,   !S'  et   N  par  leurs 
valeurs  tirées  des  relations  (18),  (19),  (20)  et  (22), 

/     ,     ,-.0  2/zCz„  2nB  ,  >„  ■)  /    '  ^1 

24    C=H i («„^, +rt*+nM^--H  - —  i  =  o. 

^  Z,.,'  Z,—  «„_,  1  (Z„—  a„_,  \=,;-l  Z-n-z,,-:, 


no        LAGUERRE. 

10.  La  solution  complète  du  problème  est  maintenant  ramenée  à 
une  question  d'Algèbre  élémentaire. 

Si  en  effet,  entre  les  équations  (23)  et  (24),  on  élimine  successive- 
ment C  et  B,  on  obtiendra  deux  équations  du  quatrième  degré  aux- 
quelles satisfont  res|5ectivement  ces  deux  quantités,  et  qui  sont  de 
la  forme 

(25)  $  (B,  a„,  a„_,,  7z)=  o 
et 

(26)  *I),(C,  «„,  a„_,,?i)  =  o. 

Si  maintenant  on  observe  que  B  se  déduit  de  C  par  le  changement 
de  n  en  [n  +  1),  de  l'équation  (2t))  on  déduira  une  nouvelle  équation 

(27)  0,  (B,«„^.,,a„, // +  0=0. 

Ces  deux  équations  (25)  et  (27),  auxquelles  satisfait  B,  sont  d'ailleurs 
distinctes,  puisqu'elles  ne  renferment  pas  les  mêmes  lettres;  en  écri- 
vant la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elles  aient  une 
racine  commune,  on  obtiendra  la  relation  qui  lie  ensemble  trois 
quantités  consécutives 

«„+,,   u„  et  «„_,, 

et  cette  relation  permettra  d'obtenir  ces  diverses  quantités  par  voie 
récurrente. 

La  valeur  de  la  racine  commune  donnera  B,  el  par  conséquent  Q„; 
enfin,  la  valeur  de  C  se  déduisant  de  celle  de  B  par  le  changement 
de  n  en  n  —  i ,  la  formule  (22)  donnera  la  valeur  de  P„. 
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Essai   d'une   démonstration  d'un    théorème   de    Géométrie, 
rédigé  sur  r invitation  de  M.   Charles  Hermite; 

Par  m.  ha.  SCHWARZ. 


Essai  d'une  démonstration  du  tliéorème  : 

Les  coordonnées  d'une  courbe  plane  du  degré  n  qui  a  précisément 


["—1)1^—2)    _   ^ 


points  doubles  différents  s'expriment  rationnellement  par  un  para- 
mètre et  par  une  racine  carrée  d'une  Jonction  entière  du  cinquième  ou 
du  sixième  degré  de  ce  paramètre. 

Prenons  une  courbe  plane  C„  irréductible,  dont 

F(a:,j)  =  o 

.    ,,,           .                ..          ,.f              (n  —  i]{n  —  2)  ..       ,       11 

soil  1  équation,  qui  ait  précisément  ^ -^ —  2   points  rloulîles 

différents. 

Premièrement,  il  sera  toujours  possible  de  faire  passer  par  les  points 
doubles  et  en    outre  par  un   point  Po  de  la  courbe  C„   pris  arbitrai- 
rement une  courbe  C„_3  dn  degré  n  —  3,  car  le  nombre  proposé  de. 
points 

h  î     . 

1 

'     »             I                j            (  «  —  3  )  « 
n  est  pas  plus  grand  que  — —  • 
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La  courbe  C„_, -rencontre  la  courbe  C„  aux  points  doubles  et  en 
outre  aux  deux  points  Pp  et  P'^. 

Prenons  sur  C„  un  point  différent  des  points  doubles  et  des  deux 
points  Po,  P„,  et  faisons  passer  par  ce  point  nouveau  et  par  les  points 
doubles  de  C„  une  courbe  C',_3  du  degré  7i  —  3.  Cette  courbe  sera  dif- 
férente de  la  courbe  C„_j.  Soient  ç,  =  o,  92=  o  les  équations  des 
courbes  C„_3,  C'„_,; 

o ,  —  X'^  2  ^=  o 

sera  l'équation  d'un  faisceau  de  courbes  du  degré  n  —  3  passant  par 
les  points  doubles  de  la  courbe  C„  et  dont  chacune  a  en  commun 
deux  points  avec  C„.  Donc,  à  chaque  valeur  de  la  variable  ï.  cor- 
respondront deux  points  de  C„,  ou  citacun  des  points  de  la  courbe  G„ 
est  conjugué  à  un  autre  et  cet  autre  est  conjugué  réciproquement  au 
premier. 

Il  est  nécessaire  que  les  deux  points  d'intersection  de  la  courbe 
o,  —  >/j2  =  o  avec  la  courbe  F ^^cc,  7  )  =  o  soient  variables  avec  ).  ;  si 
l'un  d'eux  seulement  était  variable  avec).,  l'autre  constant,  la  courbeC„ 
ou  F{x,j')  =  o  serait  une  de  celles-ci,  dont  les  coordonnées  peuvent 
être  exprimées  rationnellement  par  le  paramètre  }.,  et  le  nombre  des 

points  doubles  serait  — —^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Prenons  en  second  lieu  sur  la  courbe  C„,  arbitrairement,  n  points  qui 
soient  différents  des  points  doubles  et  dont  aucun  ne  soit  conjugué  à 
un  autre  de  ces  n  points. 

Soit  le  point  Pq  un  de  ces  points,  et  désignons  les  autres  par  P,, 
P  P 

Faisons  passer  par  les  points  doubles  et  par  les  points  P,,,  . . . ,  P„_, 
une  courbe  C„_2  du  degré  n  —  2,  ce  qui  est  toujours  possible;  cette 
courbe  rencontrera  la  courbe  C„  en  outre  aux  deux  points  P„  et  P„^,. 

Choisissons  les  points  doubles  et  les  points  P3,  P4,  ...,  P„,  P„^,  pour 
les  points  fondamentaux  d'un  faisceau  de  courbes  du  degré  n  —  2.  Une 
de  ces  courbes  est  C„_2;  C„_„  en  est  luie  autre.  Soient  6,  =  o,  6;.=  o 
les  équations  des  courbes  C„_2  et  C'„_2; 

6,—  ^0^2=  o 
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sera  l'équation  du  faisceau  de  courbes  du  degré  n  —  2,  dont  chacune 
a  trois  points  en  commun  avec  C„  outre  les  points  fondamentaux,  et 
ces  points  sont  tous  les  trois  variables  avec  le  paramètre  [j.. 

Pour  éviter  la  possibilité  que  le  point  Pq  fût  commun  aux  couibes 
C„_2  et  C'„_2,  on  pourrait  changer  la  signification  des  points  ?„,  P,,  Pj-, 
si  l'on  a  déterminé  la  courbe  C^,  „  par  un  point  différent  des  points 
P„,  P,,  Po,  la  courbe  C^,_,,  outre  les  points  fontlamentaux,  ne  peut 
avoir  que  deux  de  c^s  trois  points  en  commun  avec  la  courbe  C„_.j, 
et  l'on  pourrait  choisir  le  troisième  pour  le  point  ?„;  puis  on  pourrait 
déterminer  de  nouveau  la  courbe  C„_3,  91  =  0,.... 

Mais  on  peut  démontrer  a  posteriori  que  cette  possibilité  n'a  pas 

lieu  ,  car,  dans  ce  cas,  chacune  des  courbes  du  faisceau  v}*!  —  P-']'2  =  o 

rencontrerait  la  courbe  C„  seulement  dans  un  point  variable,  les  coor- 

'  données  s'exprimeraient  rationnellement  par  p.  et  le  nombre  des  points 

doubles  serait!-^ 'A ,  ce  qui  est  contraire;-!  l'hypothèse. 

Parmi  les  trois  points  variables  qui  sont  comnums  à  une  courbe  du 
faisceau  d/,  —  /j.4'2  =  o  et  à  la  courbe  C„,  on  ne  trouve  pas,  en  géné- 
ral, une  paire  de  points  conjugues,  car,  si  l'on  pose  /.  =  o,  p.  =  o,  les 
trois  points  sont  Po,  Pj,  P2,  dont  aucun  n'est,  par  hypoihèse,  conjugué 
à  quelqu'un  des  deux  autres. 

On  peut  donc  conclure  :  J  chaque  point  de  C„,  excepté  les  points 
doubles  et  les  points  fondamentaux,  correspond  :  i"  une  seule  valeur 
de  1;  2°  une  seule  valeur  de  ix. 

A  chaque  valeur  du  paramètre  ).  correspojident  deux  points  de  C„, 
et  par  conséquent  deux  valeurs  du  paramètre  p.;  à  chaque  valeur  du 
paramètre  (x  correspondent  trois  points  de  C„,  et  par  conséquent  trois 
valeurs  du  paramètre  1. 

Cette  correspondance  est  définie  par  une  équation  algébrique 
entre  les  variables  X  et  |j.,  cjui  est  du  deuxième  degié  pour  p.  et  du 
troisième  degré  pour  X  : 

G  (>.,  /^-j  =  Z.  y-'  ^-  2/2  V-  H-  Xa  =  o, 

où  y,,  /j,  /3  sont  des  fonctions  entières  du  paramètre  X  du  troisième 
degré. 
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Outre  les  solutions  qui  correspondent  aux  points  doubles  el  qui  ne 
dépendent  piis  des  valeurs  des  paramèlres  ).  et  p.,  les  équations 

o,  —  5.92  =  o, 

à,     —     p|;    =    O, 

G(X.  iJ.)  =  o, 

ont,  en  général,  loie  seule  solution  {jCjj')  en  commun,  car,  si  l'on  j)osc 
>.  =  o,  [j.  =  o,  le  point  Pj  e^t  le  seul  point  qui  soitcommun  aux  courbes 
o,  =  o,  ij'i  =  o,  F  =  o,  outre  les  points  doubles. 

Par  cette  raison,  d'après  un  théorème  connu,  les  coordonnées  oc,  r 
du  seul  point  variable  qui  soit  commun  aux  cojirbes 

F(x,  j)  =  o,      9,  —  l(p.  =  o,      i{/|  —  u.'\>.,  =  o, 

où  les  variables  X,  [i  sont  liées  entre  elles  par  l'équation  G(),,  u.)  =  o, 
s'expriment  rationnellement  par  les  paramèlres>>et  p.,  c'est-à-dire  par  / 
et  la  racine  carrée  y//;  — /i/j  d'une  fonction  entière  du  cinquième 
ou  du  sixième  degré,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


ROI;LF.M^^T  dune  courbe  sur  une  droite.  iio 


Sur  /es  propriétés  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite; 
Par  m.  h.  RESAL  ('). 


1.  Déterminer  la  forme  d'une  courbe  telle  que,  si  elle  roule  sur  une 
droite,  un  point  relativement  fixe  de  son  plan  décrive  une  courbf' 
donnée,  tel  est  le  problème  que  je  me  propose  de  résoudre. 

J'ai  déjà  traité  celte  question,  dans  un  cas  particulier,  dans  une 
Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  se'ances  de  V Académie  des 
Sciences  du  i  juillet  1877  et  ayant  pour  titre  :  Sur  la  génération  de  la 
courbe  méridienne  d'une  surface  de  révolution  dont  la  coiwbure 
moyenne  varie  suivant  une  loi  donnée. 

Je  croyais  avoir  la  priorité  dans  la  manière  de  poser  la  question  en  me 
plaçant  à  un  point  de  vue  général;  mais,  après  avoir  terminé  mon  tra- 
vail, j'ai  trouvé  dans  le  Tome  VI,  i"' série,  de  ce  journal  (i 84 1 ,  p.  Sig) 
une  Note  de  Sturm,  où  l'auteur  dit  notamment  :  «  Ou  peut,  en  gé- 
néral, déterminer  la  courbe  qu'il  faut  faire  rouler  sur  une  droite  pour 
qu'un  certain  point  de  cette  courbe  mobile  décrive  une  autre  courbe 
donnée  par  son  équation  différentielle.  »  Sturm  n'est  pas  allé  plus  loin, 
mais  il  n'en  a  pas  moins  la  priorité. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  crois  que  la  méthodesemi-géoméfrique  et  semi- 
analytique  que  je  vais  exposer,  et  qui  me  conduit  à  quelques  appli-. 
cations  curieuses,  dont  il  serait  facile  d'augmenter  le  nombre,  n'est 
pas  sans  présenter  quelque  intérêt. 

('  J'avais  complètement  perdu  île  vue  cette  Note,  qui  remonte  à  1877  et  qui  est  le 
résumé  d'une  conTérence  faite  aux  élèves  do  l'École  Polytechnique  en  1878. 
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2.  I.e  rayon  de  courbure  d'une  courbe  dont  l'équation  est  doiuu'e 
ne  dépendant  évidemment  que  d'une  seule  variable,  on  peut  concevoir, 
lors  même  que  cette  équation  serait  une  équation  différentielle  d'un 
ordre  plus  ou  moins  élevé,  que  l'on  puisse  prendre  pour  la  variable 
la  portion  de  la  normale  à  la  courbe  limitée  par  une  droite  fixe. 
C'est  cette  druite  que  nous  prendrons  pour  directrice  du  roulement 
de  la  couibe  mobile. 

3.  Soient  (Ji^-   i) 

A  le  point  de  contact  de  la  courbe  cherchée  avec  la  droite  directrice; 

C  son  centre  de  courbure; 

0  =  AC  son  rayon  de  cour!)ure; 

m  le  point  de  son  plan  qui  doit  décrire  la  courbe  donnée; 


Fig.  1. 


R  =  7nK  le  rayon  de  courbure  de  cette  dernière  courbe; 

;■  =  m\  sa  normale; 

&   l'angle  qu'elle  forme  avec  AC; 

m  X  une  droite  de  direction   fixe  dans  le  plan    de  la  courbe    mobile 

menée  par  le  point  m; 
I  son  intersection  a\ec  la  directrice  du  mouvement. 


Nous  considérerons  comme  constante  la  vitesse  angtdaire   uistat:- 
tanée  u  de  la  courbe  mobile  autoiu  du  point  S.. 
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Le  centre  des  accélt'^rations  du  plan  de  cette  courbe  coïncide  avec  le 
centre  de  courbure  C  ('  ). 

L'accélération   normale  -  -  du  point  m,  dirigée  de  m  vers  K,  étant 
égale  à  la  composante,  suivant  sa  direction,  de  u-  Cm,  on  a  la  relation 


I  I  pCOS'^ 


d'où 

(0 

or  on  a 

Alx  =  0  -h  90°  —  o, 

d'où,  pour  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  roulante, 
et,  en  désignant  par  ds  l'élément  d'arc  de  cette  courbe, 

P  ~  d\i  —Y) " 

Si  l'on  remarque  que  <7^  cos 9  =  rdO,  l'équaiiou  (i)  devient 

I   _  I  M 

R  r  /■(/  (  9  —  œ  )  ' 

d'où 

^■'l  dO        /-R 

(')  En  effet,  si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  du  centre  instantané  A,  la  distance  du 
centre  des  accélérations,  qui  est  situé  sur  la  direction  de  AC,  a  A  est  égale,  comme 

on   le  sait,  à   -;  mais,  si  dx  désigne  l'angle   de    contingence  et  rfi  l'élément  d'arc  de 


la  courbe  mobile,  on  a 


d'où 


ce  qu'il  fallait  établir. 


ds  dx 


1 

u 

dt 

u. 

d" 

—  zz 

-  "  T  - 

=  f  > 

w 

dx 
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4.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  réqnalion(2) 
j)prmet  de  résoudre  facilement  le  problème  |)roposé  dans  le  cas  où 
r  =  in'R  {'),  m  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou 
négatif;  on  a,  en  effet, 

d'il  I 

f/fj  /;/  —  ]' 

d'où,  en   choisissant    l.i    direction   de   Ox  de  manière  que  '^  soit  nul 
avec  0, 


['  )  Prenons  pour  ;ixc  des.r  la  droilc  à  laquelle  est  limitée  la  normale  r,  et  appelons 
a.  l'angle  que  forme  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  .r  et  ds  l'élément  d'arr. 
Nous  avons,  en  admettant,  pour  fixer  les  idées,  que  la  rourbe  tourne  sa  concavité  vers 
l'axe  des  x, 

-  := r-1      y  =  —  7-cosx,      rfr  =  —  (■"  sina, 

a.  as       ' 

et  la  relation  R  =  mr  devient 

f/a cos  a 

t/s         m  y 


On  tiie  de  là 


(ta.  cos  a 

(tr  III  j 


y  =  r„cos"''/., 


)  „  étant  la  valeur  de  /  correspondant  à  a  =  o. 
Si  l'on  remarque  que 

dx  =  —  dy  tanga, 
l'équation  [a)  donne 

(  /,  ]  ^  =:  iiiy„  f  (  cos"-'  u  —  cos'"  a  )  dx. 

L'intégration  ne  pourra  s'effectuer  que  dans  les  conditions  connues,  en  dehors  des- 
quelles il  pourra  être  avantageux  d'avoir  recours  au  roulement  d'une  couibe  auxi- 
liaire pour  tracer  celle  que  l'on  veut  obtenir. 

Il  n'est  pas  besoin  de  faire  remarquer  que,  en  supposant  «;  ==  —  i ,  les  équations  [a] 
et  [b],  par  l'élimination  de  a,  conduisent  très  ra])idement  à  celle  de  la  chaînette. 
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On  déduit  de  là 

dr  ,  ,  0 

— -  =;  tangç  =  —  taner ■> 

relO  ^^  ^  m  —  i 

puis,  en  désignant  par  v^  la  valeur  de  r  correspondant  à  5  =  o, 

9 


'19 


(4) 


/■  =  /•  cos 


L'hypothèse  de  m  =  i  est  inadmissible  d'après  i'équalion  ( 'i  ),  ce  qui 
était  visible  a  priori. 


Pour  171  =  2,  ou  a 


/■  =  r„cos5, 


équation  d'une  circonférence  d'un  diamètre  égal  à  r^  rapportée  a  l'ini 
des  points  de  la  courbe,  ce  qui  devait  être,  puisque  la  relation  R  =  2r 
caractérise  la  cycloïde. 

Si  m  :=  3,  l'équation    4)  donne 

/•=  — I —  cosS, 


ri".  3. 


ce  qui  leprésente  une  courba  que  l'on   tracera  facilement   Jij^.  2     eu 

décrivant  (i'abord  un  cercle  d'uu  diainèlre  égal  à  -  et  augmenianî   (\<' 

celte  longueur  les  rayons  vecteurs  partant  d'un   même  pouit  de   sa 
circonférence. 


I  20 

Pour  m 
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I ,  on  a 


r  = 


équation  d'une  parabole  rapporlée  à  son  axe  cl  à  sdh  foyei  ;  la  couil)e 
est   ainsi    une  cliaînette,   comme  on   devait   le  prévoir,   puisque  cette 
courbe  est  caractérisée  par  la  relation  r --  —  R. 
Pour  m  —  —  2,  on  a 


ces- 


Fif;.  3. 


équation  qui  représente  une  sorte  de  foliiim  (//:,'.  3)  dont  la   langenle 

forme  avec  le  rayon  vecteur  lui  angle  égal  à  90"+  -■ 

Nous  ne  pensons  pas  qu'il  s^^oit  intéressant  de  pousser  plus  loin  les 
applications  de  la  formule  (4). 

3.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  l'équation  (2)  en  sup- 
posant, conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  dès  le  début,  que  R  soit 
une  fonction  donnée  de  /•.  Nous  avons 


cAjj  fia    ilr  d'4i 

di  ilr  rdH  dr  ^  • 


—  r 


f/logCOSo 


et  I  équation  piecilee  devient 

(/  logcosç 
'      dr 


/■  -  R  ' 
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d'où 

(*     dr    , 

(5)  005  9=^^6"''^^, 

C  étant  une  constante  arbitraire  positive. 
On  déduit  de  là 


tangç 
d'où 


6.  Supposons  que  R  soit  constante  ou  que  la  courbe  que  l'on  veut 
tracer  soit  un  cercle.  Il  vient 


(7) 


'"/v4^- 


Posons,  en  désignant  par-/  une  autre  constante  substituée  à  C, 

v/C  =  vR, 
puis 

(8)  :^ir-^)-^^^> 
d'où 

(9)  r  =  R(i  +  7«i. 
L'équation  (7)  devient 

/"  du 

(ro)  5  =  7 


(  I  4-  7  «  )  v'""  - 


Pour  effectuer  l'intégration,  posons  encore 

II''-  i  =  [u-z)\ 
Journ.  de  Mach.  (3"  série),  tome  VI.  —  Avril  i88a. 


i6 
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d'où 


(")  "  =  K"+Î 


et 


L'équation  (lo)  devient 


du  =^  -l  i -] dz 


'  ./   2Z  4-  7    3-+  l) 


■  J   224-7(3=+! 

Nous  avons  maintenant  trois  cas  à  distinguer: 
,0  y2  <^  I .  L'équation  ci-dessus  donne 


Ô=  - 


-\'i-f\(    ,  n-v^' 


7  /  \  7 

dz  r  <l: 


j.^^^ii^    i 


v''-7'    /        ,    i-v'1-7'  I  i+v/i  — 7' 


7  '  7 

d'où,  en  désignant  par  A  une  nouvelle  constante  arbitraire, 


(i3) 

en  posant,  pour  abréger, 


z 

+ 

1 

7 

H-  a 

\ 

z 

-+- 

I 
7 

—  a 

\li 



Y 

a 



De  l'équation  (i3)  on  tire 

I  A  e"  -(-  I 


7  ^ 

Ae?  —  I 


ou,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (i  i), 


„         7RI         I         Ae«-l-i  I 


2   I       7 

A  C  —  I  I        A  e"  H- 


Ae"  —  I 


équation  qu'il  nous  paraît  superflu  de  discuter. 
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i"  y-=  I .  L'équation  (12)  donne,  dans  ce  cas, 


£  étant  une  constante  arbitraire.  On  déduit  de  là 


„       7R  /       I  1 


3°  7-  >  I .  On  a 


9  +  £  I 

7 


=  -'--  tangy/7-;^,(5-{-£), 


d' 


ou 


r=R-^ 


-f-  -  -+-  fang  v'  I  —  Y  (5  +  s)  -1 ,'- • 

On  conviendra  qu'il  est  plus  simple  d'employer  le  compas  pour 
tracer  une  circonférence  que  de  consiruire  les  courbes  ci-dessus  pour 
les  faire  rouler  ensuite  sur  une  droite. 

7.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  tracer  la  courbe  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  dont  la  moyenne  courbure  est  con- 
stante et  égale  à  —  •  Nous  aurons,  en  prenant  pour  droite  directrice 

l'axe  de  la  surface,  . 

I        I        I 

R  "^  ;  -  k'  ■ 

d'où 

I  /•— K 


r — R         r[r  —  aKj         2  \r         r  —  iK 

La  formule  (6)  nous  donne  alors 


J  r\jr[r  —  2  K  i 
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Si  l'on  pose 


I 

—  ) 


on  trouve 

5  =  -  s/C 


dz 


yC 


d'où,  en  désignant  par  i  une  constante  arbitraire, 


5  +  £  =  arc  cos 

et 

_  C 
K 


cs/C 

K 

^7z 

v/' 

-\/'+^= 


cos  (5 


En  choisissant  convenablement  la  direction  de  l'axe  mx,  on  peut 
faire  en  sorte  que  î  =  i8o°,  et  alors  il  vient 


/•  = 


G 

K 


V-è 


cos  9 


On  voit  ainsi  que  la  courbe  donnée  peut  être  décrite  par  le  foyer 
d'une  conique  qui  roule  sur  une  droite,  théorème  auquel  Delannay 
est  arrivé  synthétiquement  ' Jouninl  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées, t.  VI,  i'"  série,  p.  Sog). 

Pour  que  ;•  soit  positif,  ce  qu'exige  la  nature  de  la  question,  il 
faut  que  C  et  K  soient  de  signes  contraires.  Si  R  est  positif  et  C  négatif, 
la  courbe  roulante  est  une  hyperbole.  Si  R  est  négatif,  la  courbe  rou- 
lante est  une  ellipse. 

C 
Enfin,  si  R  est  infini,  —  restant  fini,  la  courbe  roulante  est  une  para- 
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bole  dont  le  foyer,  comme  on  devait  le  prévoir,  décrit  une  chaînette. 

8.  La  courbe  élastique  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  est  re- 
présentée en  général  par  l'équation 

1  =  aj  -+-  ix  +  c, 

a,  b,  c  étant  des  constantes. 

En  choisissant  convenablement  la  direction  des  axes  et  la  position 
de  l'origine,  cette  équation  se  ramène  à  la  suivante  ; 

('4)  R  =  «^- 

Soient  «  l'angle  que  forme  la  tangente  au  point  (x, /)  avec  Taxe 
des  oc  pris  pour  droite  directrice,  ds  l'élément  d'arc  de  la  courbe 
donnée;  nous  avons 


R 

^  =  -sm«, 

par  suite 

(.5) 

dx 

d-s  =  ~  «->"' 

d'où 

rf'a 

-n  =rt  sina 

En  multipliant  par  da,  intégrant  et  désignant  par  m  une  constante, 
on  trouve 

(i6)  ^  =  2«(m  —  cosa). 

La  constante  m  se  déterminera  par  la  condition  que  cette  équation 
et  l'équation  (i5),  mise  sous  la  forme 

(i5')  —  =  arcosa, 

ds 

donneront  les  mêmes  valeurs  de  -^  pour  une  valeur  déterminée  a„  de  î< 
correspondant  à  r  =  /„,  d'où 


nr: 


(17)  /«  =  cosa„H ^cos-(Zo 
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Les  équations  (16)  et  (iS),  qui  reviennent  aux  suivantes, 

^5  =  2n(m—cosc/.), 
-  =  —  arcosx, 
donnent,  par  l'élimination  de  cosa, 


I        I  /  I 


le  signe   +  du  radical    n'étant   pas  admissible,  puisque  —  doit  s'an- 
nuler avec  a. 
On  déduit  de  là 

'"  — R         '•  \  ^1  +  lamr-'  J 

On  peut  toujours  supposer  que  a  est  positif,  car  autrement  il  suffirait 
de  changer  le  sens  des  j"  positifs.  On  peut  d'ailleurs  choisir  a,,  de  ma- 
nière que  m  soit  positif.  Soit  donc 

I 

2  nm  =  -—  •■, 
K- 

nous  aurons 

rdr 


/7^  =  '°g'- 


Si  l'on  pose 
il  vient 


,;^V'"îi 


+1^="-, 


rdr 


/du  i  .       Il  —  \         i  .        y  K^ 

tû —  I  2         °  «  +  I  2         «^ 


/  /  r'         J  "' —  I         2       ^  «  -t-  I  2       >-        /  ,.i 

par  suite 

/        ^' 

/■rfr  4/1-1- I  / 


-4-  I 


'  ^^^  _    .,2  V  I^'  _    K 


c  •  =t 


V'^ê 


V  -^  II"' 


:  -I-  I 
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L'équafion  (6)  nous  donne  alors 

dr 


expression  que  l'on  peu!  mettre  sons  cette  forme  plus  simple, 

en  remplaçant  par  h'^  le  coefficient  arbitraire  —5  qui   doit  être  essen- 

liellement  positif. 

Si,  en  désignant  par  v  une  nouvelle  variable  auxiliaire,  nous  posons 


\/-l 


K.        '  =  "' 


(I  ou 

la  formule  (i6)  devient 

r  (p-t-lWc  _    Ç        vch  f  dv 

J   c[('  H-  2  )  \:ll^v- —  I         J   V-  ij/i'v- —  I    •     J  i>[t>  -h  2.)  yVi'p' —  I 

expression  que  l'on  sait  intégrer,  mais  qui  conduit  à  un  résultat  trop 
compliqué  pour  qu'il  nous  paraisse  utile  de  l'écrire. 

9.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  donnée  soit  la  méridienne 
de  la  surface  capillaire  de  révolution.  Nous  prendrons  pour  droite  di- 
rectrice la  perpendiculaire  en  un  point  quelconque  de  l'axe  comprise 
dans  le  plan  de  la  section  considérée. 

L'équation  de  la  courbe  dont  il  s'agit  peut  se  mettre  sous  la  forme 
suivante, 

(17)  ^-h~  =  3aj-h2b, 

a  ei  b  étant  des  constantes. 

Nous  avons,  en  conservant  les  notations  du  numéro  précédent, 

J  1       .  I  dx  .  dx 

dr  =  —  as  sin  a,     -  = ^  =  sni  a  -- . 

-^  r\  ds  dy 
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par  suite 

jsina.dc(  —  co^c/.dy  =  (3flj^+  2hy')dj', 

d'où,  en  désignant  par  m  une  constante  arbitraire, 

—  )-  cos  a  =^  n  )-^  -\-  b  )-  +  m 
ou  encore 

( 1 8)  r cos^  «  =  —  rtr'  cos' a  -f-  />r^ cos' x  -h  m. 
L'équation  (17),  mise  sous  la  forme 

(19)  ^  H- -  =  —  3rtrcos«  +  aA, 

et  l'équation  (18),  par  l'élimination  de  cos«,  conduiront  à  une  équa- 
tion du  troisième  degré  en  — •  On  voit  ainsi  que,  en  général,  6  dépendra 

d'une  transcendante  très  complexe. 

Nous  nous  bornerons  à  considérer   la  branche  de   la  famille  des 
courbes  en  question,  pour  laquelle  m  est  nul. 

L'équation  (18)  donne  alors 

—  arcosa  =  -  +  h. 


et  l'équation  (19) 
On  a,  par  suite, 

I 

1  =  2-^,. 

R        r 
■2.  —  br          2 

r— R 

(i  —  br)r        r 

i  —  br 


gJr-R. 


et  l'équation  (6)  devient 


brY 


Q=     ^ 


V^ 


■  br] 

L'intégration  ne  pourra  s'effectuer  que  dans  certains  cas  particuliers, 
notamment  lorsque  l'on  aura  ^  =  o,  ce  qui  n'est  pas  étonnant  puisque 

alors  on  aura  R  =  -»  cas  qui  a  été  étudié  plus  haut. 
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Sur   la   théorie   des    nombres  complexes 

[suite] ; 

Par  m.  g.  ZOLOTAREFF. 


21.  Maintenant  nous  allons  considérer  les  nombres  complexes  qui 
dépendent  des  racines  de  l'équation 

(1)  =0, 

où  n  est  un  nombre  premier  impair. 

Nous  allons  voir  que  les  théorèmes  de  M.  Kummer  concernant  ces 
nombres  se  déduisent  très  facilement  de  la  théorie  générale  des 
nombres  complexes  exposée  plus  haut. 

Soit  a  une  racine  de  l'équation  (i).  Toutes  les  racines  de  cette 
équation  sont  alors 

(2)  «,  a\   ...,  a"-'. 

Soit  encore  p  un  nombre  premier  impair.  Supposons  d'abord  p  ^=  n 

Jja    fonction est  congrue  à  (x  —  i)"~',  suivant  ce  module. 

Le  nombre  ai  est  effectivement  une  puissance  {n  —  i  )■'•'""  d'iui  nombre 
complexe.  Nous  avons 

n=.[\  _a)(i-a=)...(i  -  a"-')  =  (i  -  a)"-'  i-=^'  ^^=-^  •  •  ■  '  ~ '""' , 

'  ^  '  '  ^  '  1  —  ai  —  a  I  —  a 
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,  1     •     '  —  «■   I  —  a'  '  —  a"~'  • .  '  I 

et  le  produit • est  une   umle   complexe,   comme 

'  I  —  7.     I  —  a  I  —  a  ' 

il  est  facile  de  !e  voir. 

Supposons   maintenant  que  p  ne  soit  pas  égnl  à  n  et  qu'il  appar- 
tienne à  l'exposnnt  //  suivant  le  module  n,  en  sorte  cjue 

p''^  I      (mod    ?i). 

Désignant  le  nombre  — —  par  A'et  une  racine  primitive  quelconque 
de  Ji  parg^,  toutes  les  racines  (2)  se  laissent  distribuer  eu  périodes  : 

ji      =  a       -H  i/^       +  a»       -t-  . . .  ^-  Ci"         , 
p  I      —  c."      -Ha'       H-  !Z"       -!-...  4-  a'  , 


En  vertu  des  liaisons  connues  entre  les  périodes,  foute  fonction 
rationnelle  et  entière  à  coefficients  entiers  des  périodes  peut  éire 
représentée  sons  la  forme 

aa{l>  -f-  «7,  fi,  +  . . .  +  <7^_,  fi/,,,, 

f?o,  rt|,  ..  .,  rt^_i  étant  des  nombres  entiers. 

Cette  fonction  peut  être  considérée  comme  fonction  d'une  seide 
période  /3,  et,  par  conséquent,  on  la  désigne  par  F(,'3). 

Nous  avons  démontré  que  la  fonction    ^_     suivant  le  module  p  a 

la  forme 

(3)  •I1^   =    PP,...P;,_,+/;'MX), 

P,  P,,  .  . . ,  Pa_i  étant  des  fonctions  irréductibles  suivant  le  module  p 
du  degré  h,  et  '\i{x)  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Nous  avons  vu  encore  que,  en  remjjl.içant  dans  les  expressions  des 
périodes  a  par  x,  les  périodes  obtenues  ■n,'''n-,  ■■•,  '1k-i  seront  con- 
grues suivant  le  module/;  et  suivant  chacune  des  fonctions  P,  P,,  . . . , 
Pa_i  à  des  nombres  constants. 
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Supposons  que,  suivant  le  module  p  et  In  fonction  P,  ces  périodes 
soient  congrues  aux  nombres  u,  ii,^  . . . ,  «/;_,.  Alors,  eu  remplaçant  la 
fonction  P  par  une  autre  de  la  suite  P,,  Pj,  .  ..  ,  P;i_i,  les  nombres 
«,«,,  . . .  ,i/A_i  seront  permutés  cycliquemenl,  en  sorte  que  les  périodes 
seront  congrues  respectivement  à  ii^,  itr^^,,  -.•,  11^.4,-^,  où  l'on  sup- 
pose Ui+„,  =  II-). 

Nous  désignerons  par  F(?^)  et  ^{Ur)  les  valeurs  des  fonctions 

F(-'?  )   =  n^r,   -h  n,-^,     +  . . .  -r  a,,  ,  -/j/,., , 
F(-rtr)  =  n^ri,.  +  nrnr^,  +  . . .  +  n^^, •/;^+,,_, 

quand  yj,  y;,,  ..  -T-Of,-,  seront  remplacés  respectivement  par  n,  «,,..., 

On  voit,  d'après  l'équation  (3),  que  le  nombre/?  contient  k  facteurs 
idéaux  appartenant  respectivement  aux  fonctions  P,P,,  ...,  Pa_|. 

Faisons  voir  maintenant  comment  on  peut  reconnaître  si  un  nombre 
complexe  quelconque  9 (a)  contient  le  facteur  idéal  appartenant  à  la 
fonction  P. 

Il  est  connu  que  a  est  une  racine  de  l'équation 

a'' +  A ,  a''-' 4-  A  ;«'''--  +  ...  =r  o, 

où  A,,  A,,  .  . .  sont  des  fonctions  des  périodes  fi,  ^ ,  fj^_,  ;   par 

conséquent,  tout  nombre  complexe  (p(a)  peut  être  représenté  sous  la 
forme 

fia)  =r  9,  (fi)  +  'JodS'la  +  ?,(/3)a=  4-  . .  .  +  Ç5j/3)a''-', 

ffi,(/3),  ©2(jS),   .  .  .,  ?a(P)  étant  des  fonctions  rationnelles  entières  des 
périodes  /3,  fi,,  .  .  .,  fi,,_,. 

Pour  que  le  nombre  o  (a)  contienne  le  facteur  idéal  de /;  appartenant 
à  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  fonction 

(û{x)  —  o,{yi)  +  f.{-n)jc  -h  ep,{-n)x-  -h  .  .  .-^'jf,{-o)jc''-', 

déduite  de  (p(«)  en  remplaçant  a  par  x,  soit  divisible  par  P  suivant  le 
module  p. 

En  vertu  des  propriétés  des  périodes,  nous  pouvons  remplacci  /j, 
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y;,,  .  .  .,  v;a-,  respectivement  par  les  nombres  entiers  m,  u ,  î/^_,  et 

par  conséquent  la  fonction  o{x)  par  la  suivante  : 

ip,(«)  +  oJji)x  +  'j,  C;/) X*  +  .  .  .  +  (fi,[H)x'''\ 

Cette  dernière  ne  peut  être  divisible  suivant  le  module  p  par  la  fonc- 
tion P  du  degré  h  que  dans  le  cas  où  l'on  a 

ç>,(?/)^o,   oJu)^o,    ...,  ç)^(«)ï^o     (mod.  p). 

Ces  congruences  constituent  les  conditions  données  par  M.  Kuuuner 
pour  que  y(«)  contienne  le  facteur  de  p  appartenant  à  la  fonction  P. 

Il  est  aussi  facile  d'exprimer  les  conditions  pour  que  le  nombre 
complexe  9 (a)  contienne  ce  facteur  À  fois. 

En  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  7,  dans  ce  cas  aura  lieu  la 
congruence 


(3)  ?(^)PfP,P,    ..P,.,)'-'  =  o      (,nod./;-',^j, 
et  cette  autre, 

(4)  ?(:c)P(P,P,...P,_.y-"=^o      (mod.  />^-=,-J^), 


ne  sera  pas  satisfaite 
Or  on  a 

.r" —  I 


— ;-  =  PP,...P,_,  +  /)d;(x), 

où  'h[x)  peut  être  regardé  comme  non  divisible  par  aucune  des  fonc- 
tions P,  P,,  ...,Pa_,;  par  conséquent,  on  peut  re|)rcsenter  les  con- 
gruences (3)  et  (4)  sous  la  forme 


-.^(a:)9(a-)(P.P,...IV.r    ^o      (mod.  //,  ^), 
-  ■L[x)  ?(x)  (P,  P, .  .  .P,_,  /^'^o      (mod.  /,>+',  fl^i). 

Lu  remarquant  que  '|(j:^)  n'est  divisible  par  aucune  des  fonctions  P. 
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Pi,  ....  Pa_i)  on  peut  remplacer  ces  congruences  p.ir  les  siiivanles  : 


(I)  rxi(.r)VV^    =--o      (  inod.  /;\ '-^^^  ]> 

(II)  ç(x)W^+'eee;o      ('i)incl.p''^','^^], 

où  W=  P,  Pj...P,,_,. 

Ainsi,  pour  que  le  nombre  complexe  y(a)  contienne  }.  fois  le  fac- 
teur de  p  qui  appartient  à  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
hi  congruence(I)ait  lieu  et  que  la  congruence(n)  up  soit  pas  satisfaite. 
Il  est  facile  de  transformer  ces  conditions  dans  celles  de  M.  Kumnier. 
Nous  allons  chercher  pour  cela  une  fonction  des  périodes  |3,  p,,  •  -, 
j'3/;_,  qui  ne  contient  qu'un  facteur  idéal  de  p  appartenant,  par  exemple, 
à  la  fonction  1'  et  seulement  une  fois. 

Dans  le  n"  20,  nous  avons  obtenu  une  congruence  suivant  le  mo- 
dule p  et  la  fonction  P,  à  laquelle  satisfont  les  fonctions  jt,  x^\ 
x°'*,  .  .  .,  j:^''"'".  Cette  congruence  est  de  la  forme 

a.-''  -h  /|X'*~'  +  .  .  .  H-  //,  11:0     (mod.  p,  P), 

/,,  /;,  .  .  .,  !/,  étant  des  entiers.  Comme  P  est  une  fonction  irréductible 
suivant  le  module/;  du  degré  h,  on  aura 

P  =  ^'M-  /,  x^-'  -\-  ..  .  -h  !,,     (mod.  p). 

Il  suit  de  là  qu'en  remplaçant,  dans  P,  jc  successivemeiil  i>ar  j:*\ 
x^^  ,  . .  ,,  x^'-  ^"  ,  on  obtiendra  des  fonctions  divisibles  par  P  suivant 
le  module  p.  Il  est  évident  que  la  même  circonstance  aura  lieu  relati- 
vement aux  autres  fonctions  P,,  P,,  .  .  .,  Pa-c 

Soient  maintenant  A  et  B  deux  fonctions  entières  à  coefficients  en- 
lieis  qui  satisfont  à  la  congruence 

(5)  AP-BWEEEjc-t- .r^-hx°'-4- .  .  . +  xs*  '     (mod. /j), 

où,  comme  précédemment,  W  =  P,  W...  Pa_,. 

Comme  P  et  W  n'ont  point  de  facteurs  conniiuns  suivant  le  mo- 
dule p,  on  trouvera  toujours  des  fonctions  A  et  B  qui  satisferont  à  la 
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rongruence  (/ï).  Cette  dernière  équivaut  à  réquatioii 

AP  —  BW  =  x  -ir  xs  +xs-  +  .  .  .  4-  X**"'  4-  pf{x), 

f[x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Remplaçons  dans  cette  équation  x  successivement  par  x^^x^^  ,  ••., 
xs^''~'^\  et  désignons  par 

A',  A",  ...,   A'"-'), 

B',    B",  ...,    B'^-", 
P'     p"  p(/'-i) 

W,  W",  ...,  W'''-') 

les  valeurs  des  fonctions  A,  B,  P,  W  qui  correspondent  à  ces  rempla- 
cements; nous  aurons  les  équations 

A'  ["  -  B'  W  =  xs'  -+-  xs'"-'  -1-  xs'*'  4- . . .  +  xs'-'-'  +  pf[xs'') , 
A"P"  -  B"W"  =  xs"'  -f-  x^-'-^'  +  .  .  .  H-  xs'^"  -H  pjioc^"'), 

En  faisant  donc 

V{-fi)  =  AP  +  A'P'  -4-  A"P"  +  .  .  .  +  A<"-"  P<"-", 
F,(-y3)  =  BW-f-B'W'4-B"W"+  ..  .  +  B"'-'W"'-", 

où  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  évidemment  des  fonctions 
des  périodes  vj,  c,,  .  . .,  ï3/,_|,  il  suit  des  équations  précédentes 

(6)  F(-,j-F.(>,)^-i      fmod./,,^;^ 


Nous  avons  vu  que  P',  P",  . .  .  sont  divisibles  par  P  suivant  le  nio- 
dide/j;  de  même  W,  W",  .  .  sont  divisibles  par  W  suivant  ce  module; 
|)ar  suite,  les  fonctions  F(-/3)  et  F,(-/3)  sont  divisibles  respectivement  par 
P  et  W  suivant  le  module  p. 

On  voit  par  la  congruence  (6)  que  F(v3)  n'est  divisible  suivant  le 
module/)  par  aucune  des  fonctions  P,,  Pj,  .  .  .,  {\_^.  Par  conséquent, 
le  nombre  complexe  F(j3)  contient  seulement  le  facteur  idéal   de  p 
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appai'tenant  à  la  fonction  P.  Si  ce  fadeur  est  contenu  clans  F(/5)  plu- 
sieurs fois,  nous  allons  prendre  le  nombre  complexe  F(/5)  +  p.  Il  est 
évident  que  ce  nombre  ne  contient  de  tous  les  facteurs  idéaux  de  p 
que  celui  qui  appartient  à  la  fonction  P;  de  plus,  comme  p  contient 
ce  facteur  au  premier  degré  etF(j3)  à  un  degré  supérieur,  la  somme 
Y{[i)-hp  contiendra  le  même  facteur  une  seule  fois.  Cela  se  vérifie 
au  moyen  des  congruences  (I),  (II). 

Ainsi,  on  trouvera  toujoui  s  un  nombre  complexe  $(|j)  qui  contiendra 
un  seul  fadeur  idéal  de  p,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  on  trouvera 
une  fonction  des  périodes  4>(-/;),  qui,  suivant  le  module  /;,  est  repré- 
sentée sous  la  forme 

<I>(;/5)sE  Prô(.r)     (mod.p), 

z^{x)  étant  un  polynôme  non  divisible  suivant  ce  module  par  aucune 
des  fondions  P,  P,,  .  .  .,  1^,   i . 
Soit  maintenant 

vi'(y,)  =  <I>(v],)<D(v:,)...  $(>;,_,)• 
Il  suit  de  ce  qui  a  été  dit  que  W{-/})  suivant  le  module  p  est  de  la  iornic 

^■.■/î)ee^WQ(x)      (mod.  /)). 

i}:.x)  n'étant  divisible  par  aucune  des  fonctions  P,  P,,  ...»  P/t_,. 

En  vertu  dun°8,  on  peut  remplacer,  datis  les  congruences  (I),  (II), 
W  par  W ù{a:),  et  l'on  aura,  au  lieu  de  ces  congruences, 

9(x)[4'(-^)]-'e^o      (uwd.p'-\  ^j. 

Ainsi,  pour  que  le  nombre  complexe  y((z)  contienne  ).  fois  le  fac- 
teur de  p  appartenant  à  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  et  il  suflit  que  le 
nombre  complexe  o{u)[T{[i)f  soit  divisible  par//  et  que  le  nombre 
complexe  '-.(a)[W[fi)f+'  ne  soit  point  divisible  par  //'+'.  C'est  dans 
cette  forme  que  ces  conditions'sont  données  par  i\F.  Kunnr.er. 

Remarquons  enfin  qu'en  appliquant  au  cas  considéré,  où  les  foiic- 
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lions  P,  P|,  .  .  .,  Pa_,  sont  loutes  du  degré  //,  ce  qui  a  été  démontré  au 
11°  11,  on  aura  ce  tli(-oreine  : 

Si  la  Jiorme  du  nombre  complexe  (f{a)  est  divisible  par  un  nombre 
premier  p  appartenant  à  l'exposant  h  suivant  le  module  Ji,  elle  est  divi- 
sible par  p''. 

ii2.  Jusqu'ici  nous  avons  txclu  de  notre  recherche  (n°  5)  les  équa- 
tions 

(i)  F{x)  =  X"-^a,X"--  +  a.X"-'  +...+  <7„  =  o 

telles  que  la  fonction  ¥[x)  suivant  le  module  premier  p  ait  la  forme 

(  2  )  F(;r)  =  V"  V;"' .  .  .  V:"'  -f-  p  9  {x), 

le  polynôme  <j)(x)  étant  divisible  suivant  ce  module  par  l'une  des  fonc- 
tions V,  dont  l'exposant  m  surpasse  l'unité. 

Par  le  même  numéro,  on  sait  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  mo- 
dules tels  que  p.  Quant  aux  autres  nombres  premiers,  leur  décomposi- 
tion en  facteurs  complexes  qui  dépendent  des  racines  de  l'équalion  (1) 
s'opère  d'après  les  principes  exposés  plus  haut. 

Il  nous  resté  maintenant  à  considérer  les  modules  exceptionnels, 
suivant  lesquels  la  fonction  V{x)  peut  être  présentée  sous  la  forme 
(2).  D'abord  nous  allons  établir  que  la  propriété  des  nombres 
complexes  démontrée  dans  le  n"  V2  (corollaire  I),  savoir,  si  le  rap- 
port flf^l  de  deux  nombres  complexes  entiers  n'est  pas  un  nombre 
entier  il  ne  peut  satisfaire  à  aucune  équation  de  la  forme 

Z''  +  <7,Z"-'  +  ...  -t-f/,  =  0, 

7ii  72»  •  •  -5  7"  éifif^i  des  nombres  entiers^  cesse  d'avoir  lieu  s'il  y  a  des 
modules  exceptionnels. 

En  effet,  supposons  dans  l'équation  (2),  pour  fixer  les  idées,  m  >  i 
et  9 (a)  divisible  par  V  suivant  le  module  p. 

En  désignant  par  Ç  le  nombre  complexe 
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nous  allons  démontrer  qu'il  satisfait  à  l'équation 

(«)  ç^-  +  y.ç'-'H-  92?""'+  . . .  +  9.N  =  o, 

à  coefficients  entiers. 

En  effet,  l'équation  (2)  nous  donne 

(3)  y'"V;"'...v;"'=r  —  ;;y(jr), 

où  o{-t),  en  vertu  de  la  supposition,  est  de  la  forme 

(p(ar)  =  AV-H/>B. 

A  et  B  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation (3)  parV"  "  V|"  ...V"", 
on  aura 

Y2m-2  y2"i,       Y^'"'  = pAV'"~'  V"'' .  . .  V'"-' p'^^BV""'  V'"' . . .  V'"' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ç=  + Aç  +  BV'"-'v;'",  ..v;"=:o. 

En  remplaçant  successivement,  dans  les  coefficients  A  et  BV"  % 
Vi''...V"''  de  celte  équation,  x  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  et  en  multipliant  les  résultats,  on  aura  une  équation  de  la 
forme  (a).Acause  de  cette  propriété  des  modules  exceptionnels,  il  nous 
faut  généraliser  la  notion  des  nombres  complexes  entiers. 

Chaque  nombre  complexe 


;■ 


bx  -h  .  .  .  -^  loc"' 


n^b^  .  .  .^l  étant  des  nombres  rationnels,  sera  nommé  nombre  entier 
s'il  satisfait  à  l'équation  de  la  forme  (a).  D'ailleurs,  j- étant  une  fonc- 
tion rationnelle  à  coefficients  entiers,  le  degré  de  l'équation  peut  être 
évidemment  supposé  égal  à  72,  savoir  au  degré  de  l'équation  don- 
née F(x)  =  o. 

Joitrn.  tie  Math,  {i'  série),  tome  VI.  —   Avril  1880.  I" 
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Le  produit  /„;•, .  .  ./„_,,  où 

;-„  =  fl  -h  b.T^  +  .  .  .  +  lxl'\ 
j^  =  a  +  bx,  +  .  .  .  -1-  lx"'\ 


r„_,  =  a  +  bx„_,  +  . .  .  +  /<_;, 


sera  dit  la  norme  du  nombre  complexe  j>'.  Ce  produit  est  évidemment 
un  nombre  entier  ordinaire,  et  nous  le  désignerons  toujours  par  N(;). 
Remarque.  —  Supposons  que  y  soit  une  fonction  rationnelle  à 
coefficients  entiers  d'une  racine  de  l'équation  F(a:)  =  o  et,  déplus, 
qu'il  satisfasse  à  l'équation 

yv-  +  A, ^7"!^-'  +  Ao ji'-'  +  .  .  .  -H  A^  =-  o, 

A|,  Ao,  . .  .,  Ajj  étant  des  nombres  complexes  entiers.  Alors j^' sera  un 

nombre  entier. 

En  effet,  soient 

A'      A'  \' 

A"      A"  A" 


les  valeurs  des  coefficients  A,,  Aj,  ■■■■,  A,j.  lorsqu'on  y  remplace  la  racine 
de  l'équation  [i]  par  les  autres  racines  de  la  même  équation. 
En  multipliant  les  résultats 

j^  -+-  A,r^-*  +  A^x^-'  +  .  .  .  +  A^, 

j^  -+-  A',  yv-'  +  A\r^~-  + . . .  4-  a;  , 
jv-  +  a;  ^i^-'  +  A;;-f^--  +  ...-+-  a;  , 


on  aura  une  équation  de  la  forme 

j^"  -f-  s,r^"-'  +  s.y^"--  +  . . .  =  o, 

s,,  ^21  •  ■  étant  des  entiers  ordinaires.  Donc  j- est  un  nombre  complexe 
entier. 
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23.  Soit  H  un  des  nombres  entiers  complexes  satisfaisant  à  l'équa- 


tion 


Ç    +  7r?        +72?        +■•■  +  '?« 


=  o. 


9,,  ^25    -M  </«  étant  des  entiers  ordinaires.  Il  peut  être  présenté  sous 
la  forme 


c  = 


N 


a,  j3,  7,  ...,)>,  N  étant  des  entiers  qui  n'ont  pas  de  diviseurs  com- 
muns. 

Remarquons,  en  premier  lieu,  que  N  n'est  divisible  que  par  les  mo- 
dules exceptionnels. 

En  effet,  soit  p  un  autre  nombre  premier  quelconque  et  supposons 
qu'il  entre  comme  facteur  dans  N.  Alors  on  en  conclut,  d'après  le  n°  î3 
(corollaire  Ij,  que  tous  les  nombres  ce,  /5,  7,  .  .  .,  ).  sont  divisibles  par 
p,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

En  second  lieu,  nous  ferons  voir  que  le  discriminant  A  d'une  équa- 
tion donnée  F(x)  =  o  est  divisible  par  W. 

Soit,  en  effet, 

^  =  p^ppp:^-.  .., 

Pi  Pli  P2-,  ■  ■  ■  étant  des  facteurs  premiers  et  dilférenls  du  nombre  N. 

La  proposition  dont  il  s'agit  sera  démontrée  si  l'on  fait  voir  que  le 
discriminant  A  est  divisible  par  p-^'-,  par  pf',  .... 

A  cet  effet,  considérons  le  nombre  complexe  entier 

■n=p':pV  .■.i.= ^ '—, 

Par  hypothèse,  un  des  nombres  ce,  jj,  7.  •  -,  ^  au  moins  n'est  pas 
divisible  par  /;.  Désignons  par  ex'^  un  des  termes  de  la  fonction 

« -t- /3jf  + '/.r- -i- . .  . -I- >.x""', 

dont  le  coefficient  £  n'est  pas  divisible  par/;. 
De  plus,  soit  E  une  racine  de  la  congruence 

sE^i    (mod.  p^). 
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Donc 

sE  =  r  -+-  i)^J\ 
y  étaiit  un  nombre  entier. 

Nous  considérons  encore  un  nombre  complexe 


'Çioc)  =  Eyî  —  fx^  = 


^^+  Ea  +  E^x 


En  premier  lieu,  il  est  aisé  de  voir  que  le  déterminant 


I        Jc, 


I      Jc„ 


Jc- 


^„ 


X 


v—i 


x:. 


xr-\     Çf.5r„_,)     xl 


0 

[1+1 


x" 


J"'" 


est  im  nombre  entier,  car,  d'une  part,  ce  déterminant  est  évidemment 
une  fonction  symétrique  des  racines  jt,,,  j:,,  .  .  .,  x„_,,  et  par  consé- 
quent il  est  égal  au  nombre  rationnel  ordinaire;  d'antre  part,  étant 
une  fonction  rationnelle  des  racines  des  équations 


et 


F(X)  =  X"  +  rt,  X«-'  4-  a._  X"-=  H- .  .  .  =  o 


S" +  7,  ï''-'  +  r/,r-= +  •••  +  '/„  =  o, 


il  satisfait  encore  à  une  équation  de  la  forme 

A'"  -f-  h,  A"-'  +  K  A'"-'  H-  .  .  .  =  o, 

A,,  /îo,  .  . .  étant  des  entiers.  Il  suit  de  là  que  A  est  un  nombre  entier. 
En  second  lieu,  en  remplaçant  ÇfXg),  ^[x,],  .  .  .  par  leurs  valeurs, 
on  aura 

A 


A 


Donc  A  est  divisible  par  p-^.  On  s'assure  de  ia  même  manière  que  A  est 
divisible  par  p\'',  p'f\  .... 

D'où  il  suit  que  N  ne  surpasse  pas  \/A. 
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24.  La  notion  des  nombres  complexes  entiers  étant  établie,  nous 
indiquons  comment  on  doit  concevoir  leur  division. 

Un  nombre  complexe  entier  ^sera  dit  divisible  par  un  autre  nombre 
«,  si  le  quotient  est  encore  lui  nombre  entier. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  une  proposition  qui  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  suit. 

Soient  p  un  nombre  premier  ordinaire  et  a  un  nombre  complexe 
dont  la  norme  est  divisible  par  p.  Supposons  N{oc)  =  p'h,  b  étant  un 
entier  non  divisible  par  p. 

Maintenant,  s'il  existe  un  autre  nombre  complexe  ^  qui,  étant  mul- 
tiplié par  un  nombre  quelconque  ordinaire  H,  premier  avecp,  devienne 
divisible  par  a,  le  produit  èÇ  le  sera  aussi. 

En  effet,  H  étant  premier  avec  p,  on  peut  toujours  trouver  deux 
nombres  entiers  P  et  Q  tels  qu'ils  satisfassent  à  l'équation 

PH  -  //Q  =  ! . 

De  ce  que  le  nombre  Ii|  est  divisible  par  a   il  suit  que  le  nombre 

HPH       t       p'Qi                          .          ,1              \       H      p^'j^l        ,     1 
— :  =  --(-'— ^  et    par    conséquent   le   nombre 1 sont    des 

a  z  a  '  '  a  a 

nombres  entiers.  Mais,  en  désignant  par  a',  a",  .  .  ,  a"'~''  les  valeurs 
de  a  quand  on  y  remplacer  par  les  autres  racines  de  l'équation  (i)  du 
n"  22,  on  aura 

/i!AQ?=../a"...af«-"Q?. 

a 

Or, — -^  est  un  nombre  entier  :  donc  —  le  sera 

■X  a. 

25.  Passons  maintenant  à  la  classification  des  nombres  entiers  par 
rapport  au  module  premier/). 

Remarquons  que  chaque  nombre  complexe  entier  est  congru  sui- 
vant un  module  p'",  /«étant  un  exposant  quelconque,  bien  entendu,, 

.   .f.  .  ,         rt -t-  t.r  +  c.r2 -t-.  .  .4- /jT"-'     p 

positif  et  entier,  an  nombre- -^ 1  I  entier  p,  pou- 
vant êireégalà  zéro. 

En  effet,  soit  Ç  = j^ un  nombre  entier  quel- 
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conque  dont  le  dénominateur  N  se  mettra  toujours  sous  la  forme 

M  n'étant  pas  divisible  par  p. 

Cela  posé,  on  pourra  trouver  les  entiers  P  et  Q  tels  qu'on  ait 

PM  —  Q/V"  =  I , 
et,  par  conséquent,  le  nombre  Ç  pourra  être  présenté  sous  la  forme 

.,  ^  P(A  +  B.r  +  C^^  +  .  .  .  +  Lx"-'] 
Donc 

P(A  +  B.r  +  C.r=  +  ...-4-L.r«-')  , 

Ainsi,  pour  faire  une  classification  des  nombres  entiers  suivant  un 
module  premier  /),  il  suffit  de  considérer  les  nombres  entiers 

a  -H  [ix  -+-  yjc-  -+-...-+-  la."-' , 


a'+  |5'x  +7'.r=  +  .  . 

.-^V  .r"- 

l 

P 

a"4-P".r  +  7".r'H-., 

..-t-r-r" 

P' 

Nous  avons  vu  plus  liant  que  les  exposants  du  nombre  y^  qui  figure 
dans  les  dénominateurs  ne  surpassent  pas  la  limite  connue  (11°  25). 
Considérons  d'abord  les  nombres  complexes  entiers  de  la  forme 

.^         a  -t-  fs.r  H-  7 .r=  -I-  .  .  .  4-  Ix"-' 


On  peut  évidemment  poser 

P 
a,  i>,  c,  .  .  .  étant  des  entiers  et  ç[x)  une  fonction  entière  dans  laquelle 
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les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  sont  rabaissés  au-dessous 
de  p. 

De  tous  les  nombres  complexes  entiers  ^-^  nous  choisirons  celui 

pour  lequel  9(j:)  sera  du  moindre  degré  possible.  Le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  jc  dans  9(x)  peut  toujours  être  supposé  égal 
à  l'unité. 
.  En  effet,  soit 

p(.x)  =  A  +  Bx  -+-  Cx'  +  . .  .  H-  Lx^. 

Si  le  coefficient  L  est  différent  de  l'unité,  on  prendra  un  nombre  g  tel 
que  l'on  ait 

gL^Ei      (raod.  p). 

Alors  considérons  le  nombre  complexe  entier 


et  prenons,  au  lieu  de  — — -,  le  nombre  complexe 

a  +  pJC  +  y.r^  -|-  .  .  .  +  ^'^ 

5 


P 

ayant  la  forme  désirée. 

Cela  posé,  nous  ferons  voir  qu'il  n'existe  qu'un  seul  nombre  com- 
plexe entier 

a  +  pa;  +  7.1'-)-  j-i* 
P 

pour  lequel  le  degré  /jl  sera  le  moindre  possible. 
En  effet,  soient  au  contraire 


P  P 

et 


[x]  a,  -f  p,  j:  +  7,.c'-|-  x^- 


P  P 

deux  nombres  entiers  distincts  et  tels  que  le  degré  y.  ait  la  moindre 
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valeur  possible.  Alors  la  différence  ^-^^-^ '^-^  sera  encore  un  nombre 

complexe  entier  dont  le  numérateur  est  du  degré  inférieur  à  p.,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse.  Donc  il  n'existe  qu'un  seul  nombre  complexe 

^-^  de  la  forme  indiquée. 
P 

Maintenant  nous  ferons  voir  que  tout  nombre  complexe  entier  de 
la  forme 

a  -\-  b.r  -h  ex''  +  .  .  .  +  lx"~' 


sera  aussi  de  la  forme 


Aîi^  +  B, 


A  et  B  étant  deux  polynômes  à  coefficients  entiers. 

En  effet,  eu  divisait  la  fonction  a  -t-  bx  4-  ex'-  +  .  .  .  +  Ix"'^  par 
'i>[x),  et  en  désignant  par  A  le  quotient  et  par  R  le  reste,  on  aura 

a  +  bx  +  cx"^  +  .  .  .  -t-  /x"~'  =  Ap:'.r)  +  R, 

le  degré  de  R  étant  inférieur  à  celui  de  ç>(.r). 
Le  nombre  complexe 

R_    fl  +  i.r  +  c.r=-}-.  .  .  + /.r"-'  k    '^[■'^) 

P   "  P  P 

est  évidemment  un  nombre  entier;  donc,  en  vertu  de  la  propriété  du 

nombre  — — -1  on  en  conclut  que  tous  les  coefficients  de  R^  sont  divi- 

P 
sibles  par  p. 

Ainsi  R  =  pB,  B  étant  la  fonction  entière  à  coefficients  entiers,  et  Ton 

aiu'a 

a  ^  hx -'r  cx''+ ...-{- lx''~'  .six]         _ 

=  A  J-^-^  +  B. 

P  P 

Passons  maintenant  aux  nombres  complexes  entiers  de  la  forme 

n  ^  bx  +  cr'  -)-...  -4-  Ix"-' 
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On  peut  présenter  ces  nombres  complexes  sous  la  forme 

Ç  =:  -^  +  a  +  |3x  +  7^=  +  .  .  .  +  Ix"-' , 

a,  p.  7,  .  .  .,  X  étant  des  entiers  et  f{x)  un  polynôme  à  coefficients 
entiers  compris  entre  o  et  />-.  La  fonction^  (x)  consiste  à  son  tour  en 
(ieux  parties, 

J,{jc)  ne  contenant  pas  de  termes  divisibles  par  p.  En  divisanty2(x) 
par  (p{x),  (j3(j?)  étant  le  polynôme  considéré  ci-dessus,  on  aura 

fi{x)  =  Aç(x)  +  B. 

De  ce  que  -^-^^  —■'-^—-  —  fJ.x)  eslun  nombre  entier, on  en  conclut 

que  le  degré  deyi(j:)  n'est  pas  inférieur  à  celui  de  y  (jr). 
En  posaniy,(a:)  -i-  /;B  =  (f,{oc),  on  aura 

f[x]  _l^[f)  .  t('^) 

p'        p"  p 

d'où  l'on  voit  que  le  nombre  complexe  ^-^  est  un  nombre  entier.  11 

existe  un  nombre  complexe  entier, de  la  forme  ^^-LJ,  pour  lequel  ^.(jr) 

ser.i  du  moindre  degré  possible.  Le  coefficient  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  j:  dans  la. fonction  v^^x)  peut  être   supposé  égal  à  l'imité. 

El)  introduisant  le  nombre  ^^-^,  il  est  facile  de  faire  voir  que  tous  les 

nombres  entiers  complexes  de  la  forme 

a-^hx  -\-  Ci'  +  ...-)-  /.r"-' 

seront  aussi  de  la  forme 

A^  +  B^  +  C, 
P^  P 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers. 

Joiirn.  de  Math.  (3«  série),  tome  VI.  —  Mai  1880.  IQ 
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Enefferja  fonction  a  +  bx  -h  cx^  -h  ...  -h  Ix"''  n'est  pas  de  degré 
inférieurà  celui  de  9,  [x).  En  la  divisant  par'^Jx),  on  aura  le  quotient 
A  et  le  reste  R,  de  degré  inférieur  à  celui  de  'yi{x). 

D'abord  il  suit  de  l'égalité 

n  ->-  b.r  +  c.v-  —  .  .  .  +  /.r"-'  ,   «,  fx  i  R 

; =  A  ^-^  +  - 

I'-  I'  P' 

TJ 

que  —  est  un   nombre  entier.  Puis,  le  degré  de  R  étant  moindre  que 

celui  de©, (a:),  on  voit  que  tous  les  coefficients  de  R  sont  divisibles  par 
/),  et,  par  conséquent,  R  =pR,. 

Par  ce  qui  précède,  on  sait  que  le  nombre  entier-^  doit  être  de  la 

forme  B^-^  ^  C.  Donc 
P 

(-  A  — —  =  R  — — -  -+-  (-. 

p'  p-  P 

En  considérant  de  la  même  manière  les  nombres  complexes  entiers 
(le  la  forme 


»'"  étant  le  plus  baut  degré  de  p  qui  figure  dans  les  dénominateurs  de 
nombres  entiers  complexes,   nous  choisirons  parmi  eux  les  nombres 


■ ,  semblables  à  J-^^—  et 
/''  p"  P  P' 

Le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  chacune  d^•s 
fonctions  ^^[x) ?m-i(-*")  peut  être  supposé  égal  à  l'unité. 

Soient  respectivement  u.,  p.,,  ....  a„,_,  les  degrés  des  fonctions  'f  (^), 
Ç3,(.x).   ...,  'J„,_,(.r).  On  aura 

En  effet,  si  l'on  a,  par  exemple, 
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il  en  résultera  une  contradiction,  car,   le  nombre  ■     '  ,    étant  entier, 

^1  +  1  ^ 

W  le  sera  aussi,  et  In  fonction  ç,+i(x)   est  de   degré   inférieur  à 


T/-(-i 


celui  de  f,(x'),  ce  qui  est   en  contradiction  avec  la  définition  de   la 
fonction  y,(j:  ). 
De  pins,  si  l'on  a 

/j-/ =  :-'-/+ M 

on  |;eul  toujours  fiire  <p,(a:)  =  ©(-^(j^),  car  ''''"^'J    '  est  un  nomhreentier, 

et  Ç',+,(jr)  est  du  même  degré  que  i^i{x). 
Posons,  en  général, 

V-       =  f^-i      =  ■  ■  •  =  ,"•/.. 


F-H*,  =  fjA,+2=.  ••  =  ;-'• 


Alors,  en  suivant  la  même  marche  que  plus  haut,  il  est  aisé  de  faire 
voir  que  tout  nombre  complexe  entier  Ç  est  congru  suivant  le  mo- 
dule p  ;iu  nombre 

A,  B,  C,  .  .  .,  L  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers. 
Les  degrés  de  A,  B,  .  . .,  K,  L  seront  respectivement 

A  du  degré  n  —  \  —  /Jt,,„_,, 
B  »         ^'-m-,  -  fJ-^^-  ï, 


L  du  degré  [X/,—  i. 


Réciproquement,  tout  nombre  complexe  ayant  la  forme  f  i)  est  évi- 
demment un  nombre  entier. 
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Remarquons  mainlenaiit  que,  lorsque  les  deux  nombres  complexes 


pm  p'I,-'-'  p 


;.-i-i 


sont  congrus  suivant  le  module  p,  on  aura 

A'^A,     B'=B,      ...,     R'  =  K,     L'=L     (mod.  /O, 

de  sorte  (jue  tous  les  coefficients  dans  les  différenct  s 

A' -A,  B'-B,   ...,  L-  L 

seront  divisibles  par  yy. 
En  effet,  la  différence 

(A'-A)<p._,(x)     ,     (B'-B)v<jx)     _     (C'-C)<p,^__j.r)     ^ 


étant,  par  hypothèse,  un  nombre  entier,  et  p'"  la  plus  haute  puissance 
de  ^  qui  puisse  figurer  dans  les  dénominateurs  des  nombres  complexes- 
entiers,  s'ils  sont  réduits  à  leurs  plus  simples  expressions,  on  voit  que 
les  coefficients  de  toutes  puissances  de  ce  dans  la  fonction 

(  A'-  A)  <p,„_.  [x)  +  (B'-  B)  ip"'-'"'^,,  [x)  +  (C-  C)p"-*'.-.  o,„_:{x)  +  ... 

doivent  être  divisibles  par^,  ou,  ce  qui  revient  au  même 

A'—  A^o     (mod. /^). 
Donc 

(A'-A)y„„_,(x) 


est  tni  nombre  entier. 


Il  résulte  de  là  que  le  nombre  (B'-f)j'J")  ^  [G -Ch^    [x]  ^^ 

sera  aussi.  Mais,  la  fonction 


p'h-t-'  n</i-i+! 


;B'-B)9,/a:)  +  (C'-C)/^-^*-^,,_,(.r 
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étant  du  degré  inférieur  à  celui  de  çp,/,_,  {x),  on  voit  que  les  coefficienis 
de  toutes  les  puissances  de  x  dans  cette  fonction  doivent  être  divi- 
sibles par  p.  Donc 

B'  — Beso     [mod.  p). 

Ou  s'asstnera  de  la  même  manière  que  C—  Csso  (mod./j),  etc. 
On  en  conclut  que  la  quantité  des  nond)res  complexes  entiers  incongrus 
entre  eux  suivant  le  module  p  et  non  divisibles  par  p  est  égale  a  p"  —  i . 

En  effet,  les  coefficienis  des  fonctions  A,  B,  C,  . . .,  L  sont  respecti- 
vement en  nombres 

7i— a,„_i,   p-,„-i  —  p-AA)   f^Av.— F-A/,-1?    •••>   Fa*' 

chacun  d'eux  a,  suivant  le  module  p,  p   valeurs   distinctes.   Si   l'on 
exclut   le   nombre  pour  lequel   tous  les   coefficients  des  A,B,  ...,L 
s'annulent,  on  aura  p"  —  i  nombres  incongrus  suivant  le  module  p. 
Remarque.  —  La  formule  générale  (i),  pour  les  nombres  complexes 

entiers  pris  suivant  le   module  /?,   suppose  que   les  nombres 


T-"— l 


''' V  '   ■>  •■•  soient  connus. 

Tous  les  nombres  pourront  effectivement  être  déterminés  après  un 
nombre  fini  d'opérations.  En  effet,  considérons  des  nombres  com- 
plexes de  la  forme 

«  4-  i.r  +  ex''  H-  .      .  -4-  /j;""' 


p' 


-? 


)m- 


en  supposant  l'exposant  i  donné  et  les  coefficients  a,  b,  c,  . . .,  l  coi 
pris  entre  zéro  et  p'.  Ces  nombres  étant  en  nombre  fini,  ou  peut  tou- 
joiu's  reconnaître  parn)i  eux  ceux  qui  sont  entiers  et  choisir  celui  pour 
lequel  la  fonction  a  -h  bx  -)-  ex"-  -i-  .  . .  +  Ix"'^  aura  le  moindre  degré 
i)ossible. 


X)     <fi,^{x''. 


Il  existe  des  méthodes  pour  trouver  ces  nombres   "  '       >  —rz^^  ■  ■  • 

plus  promptement  ;  mais  je   ne   m'arrête  pas  sur  ce  point,  n'y  voyant 
rien  d'essentiel. 

26.   D'après   ce  qui  a    été  établi   dans    le    numéro  précédent,  on 
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petit  toujours  reconnaître  si  un  iiouibre  complexe  donné 


J^ 


,il[x) 


/  et  ç>  désignant  des  fonctions  entières  à  coefficients  entiers,  est  un 
nombre  entier. 

En  effet,  ce  nombre  peut  être  représenté  sous  l;i  forme 

•^{x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  qui  n'ont  |ins  avec  N 
(le  diviseur  commun. 

Cela  posé,  si  N  est  divisible  par  un  nombre  premier  qui  n'appar- 
tient pasaux  modules  exceptionnels  pour  l'équation  F(jf)  =  o,  on  en 
conclut  que  j'  ne  sera  pas  un  nond^re  entier. 

Maintenant  supposons 

N  =  p"-p";'...p'^', 

p,  /),,  .  .  .,ps  étant  des  modides  exceptionnels. 

Alors—; — ?     ,„    >  •  •  •;  --T-T-  doivent  être  des  nombres   entiers  si  ~-^ 

//"        ///"  /.-'  N 

en  est  lui. 

.-.  '   •  .      •  ^i-^)    ■l'f^]  ^{■^]  1  i 

Réciproquement,  si  - — -■<  ^-^-■,---,  -^ — sont  des  nombres  entiers, 

1  1      "K^)  1 

le  nombre  -^-b—  le  sera. 


N 
Effectivement,  la  somme  ^-~  +  ^  »,'+•'+  ^  m    ^'^^  ^g^'  ^ 


^ h h--    H ^ —  est  e"a    a  — ^-J- 


M  étant    un    nombre  ordmaire   |)!eaiier   avec   N.   Donc   on    poun-a 
trouver  deux  nombres  P  et  Q  tels  qu'on  ait 

PiM  -  QN  =  I . 

En  remarquant  que  ^ — ^^-^ — '-z:^-^-^—  -i-  (jij;(j:)est  un  nombre  entier, 

on  conclut  que -^-^  le  sera. 

1  '    •  *  -1  1        ^  f  -^  ^ 

Nous  sommes  donc    amené    a    reconnaître   si    les    nombres -^-^ — ■, 

p- 
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— — -,•••  sont  entiers.  Cela  se  fait  au  uioveii  de  la  formule  (i)  du  nu- 

inéro  précédent  et  des  fonnnles  analogues  pour  les  autres  nombres 
premiers  p,,  p.,,  .... 

27.  Dans  ce  numéro  et  dans  les  suivants,  nous  allons  démontrer 
quelques  théorèmes  qui  nous  seront  inciispensab'es  |)our  décomposer 
les  nombres  complexes  en  facteurs  idéaux. 

Désignons  par 

(i)  a,,  a,,   ..   ,   a,, 

(7  étant  égal  à  p"  —  i ,  les  /j"  —  i  nombres  incongrus  suivant  le  mo- 
dule p.  Si  l'on  exclut  les  nombres  complexes  cpii  sotit  multiples  de  «. 
chaque  nombre  sera  congru  à  l'un  des  termes  de  la  suite  (i). 

Nous  nommerons  le  nombre  complexe  v.  premier  avec  le  module  p 
si  le  produit  a3  n'est  pas  divisible  par  /;,  quel  (|ue  soit  le  nondire  de 
la  suite  f  i)  que  Ton  prend  au  lieu  de  jS. 

Dans  le  cas  contraire,  les  nombres  a  et  *  ont  ileajacfeurx  communs. 

Nous  dirons  que  deux  nombres  a  et  jî  n'ont  pas  de  diviseurs  com- 
muns avec  p  ou  qu'ils  sont  premiers  entre  eux  suivant  le  module  p 
si  les  nombres  ay  et  py  ne  sent  pas  divisitjles  par/j  ensemble,  quel  une 
soit  le  nombre  7  ile  la  sidte  (i).  Remarquons  maintenant  que  la  norme 
du  nombre  c/.  ne  sera  pas  divisible  par  p  si  a  est  premier  avec  p. 

En  effet,  soit  au  contraire  N(«)  divisible  par  p.  Alors  on  pourra 
trouver,  comme  nous  allons  voir,  un  nombre  f'j  non  divisible  par />  et 
tel  que  a^j  eee  o  (mod.  p). 

Désignons  par  '■/ ,  a",  ..,  a""'  les  valeurs  du  nombre  a  correspon- 
dant aux  autres  racines  de  récpiation  fondamentale  F(^)  =  o  et  par 
A  le  produit  «'a".  . .  a""''. 

Supposons  A  divisible  par  p'  et  non  divisible   par  p'"^'    v  peut  être 

égal  à  zéro).  Donc  —sera  un  nombre  complexe  non  divisible  par/). 
Le  produit  B  =  «-  sera  un  nombre  entier  ordinaire,  divi.-ible  pai-  p, 
car  B"=;  N(«)Nf-)-  Il  résulte  de  là  qu'on  peut  prendre  au  lieu  de 
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(5  le   nombre  congru  à  —  suivant  le  module  p.  Donc  le  nombre  a  ne 

sera  pas  premier  avec  p,  comme  nous  avons  supposé. 

Réciproquement,  si  la  norme  N(a)  du  nombre  complexe  a  n'est  pas 
divisible  par  /),  il  n'exisie  aucun  nombre  /3  non  divisible  par  p,  et  lel 
que  le  produit  a.p  soit  divisible  par  p. 

En  effet,  supposons  au  contraire  que  ^  soit  un  tel  nombre.  On  a 

a/3  =  p/, 

•y  étant  un  nombre  complexe  entier. 

Le  nombre  a,  comme  on  sait,  est  la  racine  de  l'équation 

a"  +  q^  «"-'  +  q^  a"-"  4-  .  . .  +  7,,  =  o, 

à  coefficients  entiers,  dont  le  dernier,  7,,,  n'est  pas  divisible  par  p,  car 
il  est  égal  à  la  norme  N(«). 

Il  suit  de  là  que  le  nombre  p  est  la  racine  de  l'équation 

(I)  ,^„(Ë)V<y„_,.^(!y-V...+  v"=o. 

Mais  le  nombre  /3,  comme  un  nombre  entier,  satisfait  encore  à  l'é- 
quation 


(")  P"[l)    +ë'P"-'[l)       +.-.+  g„  =  o, 

g,,  g2,  •  ■  -ign  étant  des  nombres  entiers  ordinaires. 

Le   nombre  (]„   étant  premier  avec   p,    on    pourra    trouver  deux 
entiers  M  et  N  tels  qu'on  ait 

q„  M  +  N/)"  =  I . 

En   multipliant  l'équation  (I)  par  M  et  l'équation  (II)  par  N,    on 
aura,  après  l'addition, 

I)" +  (<?„_.  vM+ g.  p"-'N)(|)"'"  +  ...  =  o, 
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g 

d'où  l'on  voit  que  -  est  un  nombre  complexe  entier,  et,  par  consé- 
quent, /3  est  divisible  par  p,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

Théorème.  —  Si  les  nombres  complexes  A  e/  B  n'ont  pas  de  divi- 
seurs communs  avec  p,  ainsi  que  les  nombres  A  et  C,  les  nombres  A 
et  BC  n'auront  pas  aussi  de  diviseurs  communs  avec  p. 

Eu  eff>'t,  supposons  au  contraire  que  les  nombres  A  et  BC  ne  soient 
pas  des  nombres  premiers  entre  eux  suivant  le  module  p;  alors,  par 
conséquent,  on  pourrait  trouver  un  nombre  complexe  R  tel  que  AR 
et  BCR  soient  divisibles  par/?;  mais  CR  n'est  pas  divisible  par /j,  en 
autrement  A  et  C  auraient  des  diviseurs  communs  avec  p.  En  remar- 
quant maintenant  que  le  produit  ACR  est  encore  divisible  par  »,  car  p 
divise  le  facteur  AR,  on  voit  qu'il  existe  un  nombre  complexe  CR  non 
divisible  par  pet  tel  que  les  produits  A  X  CR  tt  B  x  CR  soient  les  mul- 
tiples de  p. 

Donc  A  et  B  ont  des  diviseurs  communs  avec  p,  ce  qui  est  contraire 
à  la  supposition. 

28.  Théorème.  —  Si  le  nombre  complexe  A  n'a  pas  de  diviseurs 
communs  avec  p,  il  existe  dans  la  suite  (i)  (n°  27)  un  nombre  M  tel 
quon  ait 

AMssi      (mod.  p). 

En  effet,  considérons  la  suite  des  nombres 

(I)  Aa,,    Aao,   .  . .,   A&^. 

Ces  nombres  sont  congrus  suivant  le  module/?  aux  nombres  (i)  (n"27), 
abstraction  faite  de  l'ordre.  Eu  effet,  aucun  des  nombres  (I)  n'est  di- 
visible par /j,  car  autrement  A  ne  serait  pas  un  nombre  premier  aveco. 
Par  la  même  raison,  tous  les  nombres  de  la  suite  (1)  sont  incongrus 
suivant  le  module  p.  Donc  l'un  d'eux  est  congru  à  l'unité,  qui  est 
congru  à  l'un  des  termes  de  la  suite  (I). 


p 


29.   Théorème.  —  Soient  A  ef  B  deux  nombres  complexes  premier 

Journ.  de  Mach.  (3'  série),  tome  VI.  —  Mai  1880.  20 
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entre  eux  suivant  le  module  p.  On  peut  toujours  trouver  deux  nombres 
complexes  entiers  M  et  N  tels  qu'on  ait 

AM  — BNs^i      (mo(l./3). 

Considérons  deux  nombres  complexes  quelconques   p.  et  v,  dont 
chitcun  est  premier  avec  le  module/;. 
Soit 

(i)  Au.  —  Bv^ï|     \mo(\.  p). 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  ç  soit  un  nombre  premier  avec  le  mo- 
dule p. 

On  pourra  alors  trouver  {n*^'  28)  un  nombre  Q  tel  qu'on  ait 

Qç^E  I      (mod.  p). 

Pai"  conséquent,  en  posant 

M  =  QfjL,  Ne^Qv     (mod./j), 
on  aura 

AÎ\I-BN  =  i      (mod./;) 

et  le  théorème  sera  démontré. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  dans  lequel  5  n'est  pas  premier 
avec  le  module  p. 

Alors  les  nombres  A  et  =,  ainsi  que  B  et  S,  n'auront  pas  de  diviseurs 
communs  avec  le  module  p.  En  effet,  supposons,  par  exemple,  les 
nombres  B  et  ^  ayant  des  facteurs  communs  avec  le  modide  p.  11  ré- 
sulte de  là  qu'il  existe  un  nombre  Q  non  divisible  par  /;  et  tel  qu'on 
ait 

BQ  =  o     et     cÇl  =  o     (mod./;). 

On  voit  par  la  cougruence  (i)  que  Ay.Q  sera  aussi  divisible  par/;. 
En  nuiltipliant  ce  nombre  par  un  nombre  [j.'  satisfaisant  à  la  congruence 

.afx'=i      (mod./;), 

on  trouve  que  le  nombre  AQ  e>t  divisible  par/;.  Mais  ce  résultat  est 
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contre  l'hypothèse,  car  les  deux  nombres  AQ  et  BQ  ne  peuvent  être 
divisiljles  l'un  et  l'autre  p;ir  />.  Donc  les  nombres  A  et  S,  ainsi  que  B 
et  i,  n'ont  pas  de  divisenrs  commnns  avec  p. 

Reniarqnons  encore  qne  le  nombre  5  peut  tonjours  être  supposé 
non  divisible  par/;.  En  effet,  soit 

(2)  A|xseeBv     (mod.  p). 

Cette  congrtience  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  supposant  chacnn  des 
nombres  A  et  B  premier  avec  le  modnle  p.  En  effet,  si  par  exemple  B 
a  des  factenrs  communs  avec  /;,  on  pourra  déterminer  nn  nombre  Q 
tel  qu'on  ait 

BQ  =  o     {mod.  p). 

Alors  la  congrnence  (2)  nous  donne 

AfJiQ^o     (mod.  p), 

d'où  l'on  déduit,  comme  ci-dessus,  que 

AQ^o     (mod.  p), 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  A  et  B  étant  deux  nombres  premiers  entre 
eux  suivant  le  module  p 

Donc  la  congrnence  (2)  suppose  chacun  des  nombres  A  et  B  pre- 
mier avec  p.  Mais,  cela  étant,  il  est  facile  de  déduire  noire  théorème  du 
théorème  du  n°  28.  Eu  effet,  on  peut  prendre  N  =  o  et  déterminer  M 
par  la  congrnence 


'&' 


AM  ^i      (mod.  p). 


Ainsi  nous  supposons  ç  non  divisible  par  p. 

Comme  les  nombres  A  et  B  sont  premiers  entre  eux  suivant  le  mo- 
dule/;, l'un  des  deux  nouibres  A^,  BË  au  moins  ne  sera  pas  divisible 
par/j. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  A^  non  divisible  par  p.  D'après  le 
théorème  du  n°  27,  on  voit  que  les  nombres  A'E  et  B  sont  premiers 
entre  eux  suivant  le  module  /;. 
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Considérons  mainlenant  le  nombre 

ASp,  — Bvss;?,     [moà.  p). 

Dans  le  cas  où  |,  est  un  nombre  premier  avec  le  module  p,  on  dé- 
montre notre  théorème  tout  de  suite;  mais,  si  5  n'est  pas  un  nombre 
premier  avec  p,  les  nombres  S,  et  B,  ainsi  que  §,  et  A^,  sont  premiers 
entre  eux  suivant  le  module  p.  Il  suit  de  là  que  S,  et  ç  ne  sont  pas 
des  nombres  congrus  suivant  le  module  p.  Dans  ce  cas,  on  peut  passer 
du  nombre  H,  au  nombre  Ho  de  la  même  manière  que  de  Ç  à  §,,  etc. 

Remarquons  que  la  série  de  nombres  ^,  |,,  S^,  ...  est  toujours 
finie,  car  ils  sont  tous  incongrus  suivant  le  module  p.  On  voit  donc  que 
nous  arrivons  enfin  à  luie  congruence 

A  p.' — Bv'^ïj     (mod.y^), 

Y]  étant  un  nombre  premier  avec  le  module/».  Mais  de  cette  congruence 
il  résulte,  comme  nous  avons  vu,  notre  théorème. 

Remarque.  —  En  poursuivant  la  même  maiche,  il  est  facile  de  dé- 
duire le  théorème  plus  général  : 

Soient  A  ei  B  deiijc  nombres  complexes  premiers  entre  eux  suivant 
le  module  p.  On  peut  toujours  trouver  deux  nombres  complexes  en- 
tiers M  et  N  tels  qu'on  ait 

AM  — BN  =  i     (mod.  //"), 

m  étant  un  nombre  entier  et  positij. 

30.  Nous  compterons  parmi  les  nombres  complexes  premiers  un 
nombre  réel  p  si  tous  les  nombres 

(i)  a,,   «o,    .  .  .,  «7 

sont  premiers  avec  p. 

Pour  décomposer  les  autres  nombres  premiers  ordinaires  en  facteurs 
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premiers  idéaux,  nous  supposons  que  les  termes  de  la  suite  (i)  ne 
sont  pas  pris  arbitrairement,  mais  qu'ils  satisfont  à  une  certaine  con- 
dition que  nous  allons  connaître. 

Soit  a  un  des  nombres  de  la  suite  (i),  dont  la  norme  est  divisible 
par  y^. 

De  tous  les  nombres  complexes  entiers  x  -h  pS,  congrus  à  «  suivant 
le  module  p,  nous  clioisirons  un  de  ceux  dont  les  normes  contiennent 
comme  facteur  le  moindre  degré  possible  du  nombre  p. 

Voici  comment  on  peut  trouver  ce  nombre. 

Supposons  que 

^{c()  =  p'-P, 

P  étant  un  nombre  non  divisible  par^. 
Soit 

(a)  u,  /3,   7,    ... 

la  suite  composée  de  tous  les  nombres  congrus  à  a  suivant  le  module  p 

et  telle  qu'il  n'y  en  ait  que  deux  congrus  suivant  le  module  p" . 
On  sait  par  le  n°  25  comment  cette  suite  (2)  peut  être  trotivée, 
Soit  maintenant  A   un  nombre  coniplexe  quelconque  congru  à  v. 

suivant  le  module  p.  Il  sera  congru  suivant  le  module  p''  à  un  nombre 

de  la  suite  (2). 

Supposant,  par  exemple, 

A^/3     (mod.  p''), 
on  aura 

N(A)  =  N(/3)     (mod./). 

Donc,  si  la  norme  N(A)  contient^  comme  facteur  moins  de  h  fois,  il  en 
contient  le  même  nombre  de  fois  que  la  norme  N  /3 . 

Il  suit  de  là  que  parmi  les  termes  delà  suite  (2)  on  pourra  toujours 
trouver  au  moins  un  nombre  dont  la  norme  contient  comme  facteur 
le  moindre  degré  possible  du  nombre  p. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  le  nombre  a  lui-même  qui  figure  dans 
la  suite  (i)  et  que  tous  les  nombres  de  cette  suite  non  premiers  avec  p 
satisfassent  à  la  même  condition  que  le  nombre  a. 
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Cela  posé,  nous  allons  établir  une  propriété  importante  des  nombres 
contenus  dans  la  suite  (i). 

Chaque  nombre  a  de  la  suite  (i)  ayant  la  nonne  divisible  par  p'^  sa- 
tisfait à  l'équation 

(3)  «"  +  /;,  a"-'  +  b.,  v.'--  4-  .  .  .  +  b„_^  y.  +  b„  =  o, 

dans  laquelle  le  coefficient  b„  est  divisible  par  p'-  par  Jiypothèse  et  les 
antres  coejficients  b,i_,,  /'„_o,  .  .  .  sont  respectivement  divisibles  par 
p^-',  p^-\\... 

Poiu' démontrer  cette  proposition,  considérons  un  nombre  y.  —  //>, 
).  étant  lui  entier  ordinaire. 

Les  nombres  a,  a',  y",  . . .  désignant  toutes  les  racines  de  l'équation 
(3),  la  norme  du  nombre  complexe  a  —  /p  se  présente  sous  la  forme 

N(a  -  Ip)  =  {y-  Ip'iy'  -  //') . .  .  (*'"""  -  Ip) 

==  zb  {p"l"  +  b^p"-'!"-'  -f-  A,//'--)."--  -+-...-+-  b„). 

Cette  norme  doit  être  divisible  parp'^,  quel  que  soii  ).,  car  p''-  divise 
N(5:),  contenant  comme  facteur  le  moindre  degré  du  nombre  p. 
En  posant  b„^=  p^c„,  ou  voit  que  le  nombre 

p"-'i"  H-  b,p"'-l"-'  +  . . .  +  b„_,}.+p^-'c„ 

doit  être  divisible  par/)^~',  quel  que  soit),.  Donc  b„_,  est  divisible  par 
p,  et  l'on  peut  poser  b„_,  =  pc„_^,  c„_,  étant  un  nombre  entier.  Puis  on 
voit  que  le  nomljre 

p"--l"  +  b,p"-^l"-'  +  .  .  .  +  b„_J-  +  c„_,).  +p'^--c„ 

doit  être  divisible  p^rp^"-,  ).  étant  quelconque.  Donc  les  coefficients 
b„_.2  et  c„_,  doivent  être  divisibles  par^j. 

11  est  clair  que  l'on  peut  poursuivre  de  cette  manière  jusqu'à  ce  que 
Ton  ait  démontré  la  divisibilité  du  nombre  è„_,  par  p^',  b„_.,  par 
p^~',  ....  Celte  démonstration  peut  être  en  défaut  dans  quelques  cas 
})articuliers  si  /;  est  iiiféiieur  à  n. 
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Eli  voici  une  autre  qui  ne  souffre  aucune  exception. 
Soient 

b„     =/>^c„,     ^„_,  =  p^'C„_,  .... 


Cni  Ch  I-  •••5  c„_/,  étant  des  entiers  non  divisibles  par  p.  Désignons 
par  À  =  '-:  r  et  s  élantdes  nombres  entiers,  la  plus  grande  valeur  des 
fractions 


y-  —  y-'- 


1/  c 

Cela  posé,  nous  ferons  voir  que  le  nombre  —~  est  un  nombre  en- 
tier. 

En  effet,  le  nombre -^-^  est  une  racine  de  lequativii 

a  ' 

Ç"  +  <?„_,  /'l^'^'-!^  ?"-•  +  C„_.Cn  pV-'^^'-'-'ç"--  +  .  .  .  =  O. 

Les  exposants  y.,  +  >.  —  a,  u.^  4-  2),  —  p.,   ...   peuvent   être  fraction- 
naires, mais  aucun  d'eux  ne  peut  être  négatif,  car  _u.,  +  /),  —  plo  ou, 

ce  qui  est  le  même,  ?.  ^'^    .  ^'-  Cela  est  d'accord  avec  la  définition  de  X. 

11  résulte  de  là  que  le  nombre  ^ — ^est  un  nombre  entier. 
Considérons  maintenant  un  nombre  complexe  entier 


a  — 


p'-^'<: 


congru  à  a  suivant  le  module /7,  i  étant  un   entier  quelconque  ordi- 
naire et  positif. 

Ou  aura  évidemment 

Afin  de  savoir  quelle  puissance  de  p  est  contenue  comme  facteur 
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dans  la  norme  NÇ,  nous  remarquons  que 

('i-t-l        _  ■'i     \  /  r;  -I- 1  xi     \  /  ri  +  \  SI     \ 

a  -  p"*'  <'-^VN  [a  -  c^p"^'  c'y)  N  (,«  -  m'- p^^'  rf-^V  .  .  .  , 

/  ri-^l  si    \ 

coétant  uneracineprimitive^i  +  i'™*  de  l'unité,  elNl^a  —  o/p""^'  c^^j 
désignant  le  produit 

[ry.  -  ro'p^^'  cf^)  (a'  -  w*/,-^  cf  ~')  [a"  -  o/p^^  tf""')  .  .  ., 

où  Cf.,  a,  (/!' ,  .  .    soiit  toutes  les  racines  de  l'équation  (3). 
Eti  posant 

$(z}  =  (2  -  a)(z  —  «')(z—  a")...  =  z"-f-  Z>,  z''^' -f- l^^z"-- +  .  .  .  +  /;„, 

il  vient 

où 

/      ^^  ^"'     \  ^-î  + 1  si  li-¥\  Ai  2 

<dVp"-' cT')  =  p^Cn^p'  "-' rr' c„_,  +/=^'^ c-r^t-,,-.  + . . . . 

On  pourra  assigner  un  nombre  /  de  telle  manière,  que  parmi  les  expo- 

,'■'-'-'                 /■/  -I- 1  . ,     ,  .  , 

sants  p.,  \].^-\- .  u.o  +  2 •>  •••il  n  V    en  ait  pas    deux    rgaux 

entre  eux.  Soit  A  celui  des  exposants  qui  a  la  valeur  moindre. 
Maintenant  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  X  >  i  et  >,^  i . 
Supposons  d'abord  >.  >  i .  On  va  voir  que  A  est  inférieur  à  p.. 

En  effet,  soit  X  =  ^—j^\  on  aura 
Mais,  /  =  -étant  supérieur  à  l'unité,  on  a 
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et  par  conséquent 

Donc,  ajortiori,  A  \  /Ji. 

Cela  posé,  on  s'assure  aisément  que  le  nombre  entier  égal  au  pro- 
duit 


/■     /■*  -4- 1  si    \         /         rt-^- 1  si    \ 


coiitienl  {si  -h-  i)A  fois  le  facteur  p.  Il  résulte  de  là  que  la  norme  ^ 
le  contient  [si  +  i)A  —  sip.  <^  u.  fois,  ce  qui  est  absurde,  en  vertu  du 
choix  des  nombres  a,  car  Ç  est  congru  à  a  suivant  le  module  p. 
Ainsi  X  ^  r ,  et  par  conséquent 

quel  que  soit  h,  d'où 

[J-h^P-—  f'- 

Donc  le  tiiéorème  est  démontré. 

Corollaire  I.  —  Le  nombre  complexe  —  est  un  nombre  entier. 

En  effet,  lequation  (  3)  multipliée  par  -^—  nous  donne  la  suivante, 

-^?  ";  •••  étant  des  nombres  entiers.  On  en  conclut  que  —  est  un 

p^-'     pf--'  T        « 

nombre  entier.  Donc,  pour  chaque  nombre  a  de  la  suite  (i),  il  existe 
un  nombre  ordinaire  H  non  divisible  par/?,  et  tel  que  le  produit  H/> 
soit  divisible  par  a. 

Corollaire  II.  —  Soit  /3  un  nombre  complexe  non  compris  dans  la 

suite 

(i)  a,,   c<j,   ...,   a<j 

et  non  divisible  par  p. 

Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  VI.  —  Mai  i8So  2  1 
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Nous  ferons  voir  qu'il  existe  alors  dans  celte  suite  un  nombre  a  tel 
que  le  produit  H^  soit  divisible  par  a,  H  étant  un  nombre  ordinaire 
premier  avec  p. 

En  effet,  supposant  jj  congru  ou  nombre  a  de  la  suite  (i  ),  on  aura 

•/étant  un  nombre  entier  complexe.  Désignons  maintenant  par  H  un 
nombre  non  divisible  par  p  et  tel  que  le  produit  H/;  soit  divisible  par 
a.  (corollaire  I).  Alors  il  vient 

rj  étant  égal  à  — •  c.   q.   f.   d 

'-'  j. 

31.  Nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  nombre  ^j  contient  tous  les 
facteurs  du  nombre  p  appartenant  au  nombre  a  s'il  existe  un  nombre  A 
premier  avec  p  et  tel  que  A  ,S  soit  divisible  par  a.. 

Désignons  par  H  la  norme  N(A),  H  étant  un  nombre  ordinaire  non 
divisible  par /?.  On  voit  que  11,3  est  divisible  par  «.  Ainsi,  lorsque  p 
contient  tous  les  facteurs  de  /;  nppartenaut  à  a,  il  existe  un  nombre 
ordinaire  TI  non  divisible  par  p  el  tel  que  Hj3  soit  divisible  par  a. 

Théorème.  —  Si  le  produit  ^j^j  de  deux  nombres  complexes  contient 
tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  a  et  si  les  nombres  a.  et  j'S  n'ont 
aucun  Jacteur  commun  avec  p,  le  nombre  y  contient  tous  les  facteurs 
de  p  appai  tenant  à  a . 

Posons,  pour  abréger, 

N(a)  =  p^b, 

h  n'étant  pas  divisible  par /;. 

Il  existe,  par  liypotbèse,  un  nombre  ordinaire  H  non  divisible  par/; 
et  tel  que  le  produit  Hp-y  soit  divisible  par  a.  On  peut  prendre  b  au 

lieu  de  H  (n°  24),  et  soit  — '-  —  5,  0  étant  un  nombre  entier  com- 
plexe. Mais,  a  et  /3  n'ayant  point  de  facteurs  communs  avec  p,  on 
pourra  trouver  deux  nombres  complexes  |,  n  tels  qu'on  ail  (n°  29) 


|5;  —  «y;  ^  I      (mod. 


^>\ 
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OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 

/3^  =■  ari  -h  i  -h  p^e, 
£  étant  encore  un  nombre  entier.  Donc 


25  =  -!-  -f-  bYi"/  -h  -^ — '  ■ 


tn  ayant  égard  a  ce  que  -^  est  un  nombre  entier,  on  voit  que  — ^  !e 

sera  aussi;  par  conséquent,  y  contient  tous  les  facteurs  de /;  apparte- 
nant à  a. 

52.  Théorème.  —  Si  les  deux  nombres  complexes  fi,  et  y  ont  des 
diviseurs  communs  avec  p,  et  si  aucun  de  ces  deux  nombres  ne  contient 
tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  l'autre,  il  existe  un  tel  nombre  a 
que  chacun  d  eux  contienne  tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  ex.. 

En  effet,  les  nombres  /3  et  y  ayant  des  diviseurs  communs  avec  p, 
ou  pourra  toujours  trouver  dans  la  suite 

(i)  a,,  «2,   .  ..,   a^, 

que  nous  avons  considérée  dans  le  n°  30,  un   nombre  M  tel  que  les 
nombres  MjS  et  My  soient  divisibles  par  p  (n°  271.  Soient 

M[i=p^,,      My  =  py,. 

D'ailleurs,  on  sait  par  le  n° 30  qu'il  existe  toujours  un  nombre  ordi- 
naire H,  non  divisible  par  p,  tel  que  --^  soit  un  nombre  entier. 

Ln  désignant-^  par  «,  on  aura 

(2)  H/3  =  a/3,,     Hy=:ay,. 

Donc   les  nombres  p,  y  contiennent  l'un   et  l'autre  tous  les  facteurs 
de  p  appartenant  à  a. 

D'après  le  corollaire  II  (  n°  30),  il  est  permis  de  supposer  que  a 
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soit  encore  un  terme  de  la  suite  (i).  De  plus,  aucun  des  nombres 
l'^i  et  Y,  ne  sera  premier  avec  le  module  p. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  |'5,  premier  avec  le  module  p. 
Alors  (n°  31)  «  contiendra  tous  les  facteurs  de/j  appartenant  à  p.  Donc 
y  les  contient  aussi,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

Les  équations  (2)  nous  donnent,  en  prenant  les  normes, 

H«N(j3)  =  N(a)NGS.), 
H"N(7)  =  N>a)N(7,). 

En  ayant  égard  à  ce  que  N  ([3,)  et  N(y,)  sont  divisibles  par  /)  (n°  27), 
on  eu  conclut  que  ^  rentre  comme  facteur  dans  la  norme  N(a)  moins 
de  fois  que  dans  les  normes  N(P)  et  N(y). 

53.  Je  reprend»  maintenant  la  suite  des  nombres 

(i)  a.,   a->,    •  •   ,   c/.„ 

incongrus  suivant  le  module  p. 

Nous  dirons  que  le  nombre  a  de  cette  suite  ne  contient  qu'un  fac- 
teur premier  idéal  du  nombre  p  si  chaque  nombre  non  premier  avec  a 
suivant  le  module  p  contient  tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  a 
(nO  31). 

Le  corollaire  II  (n"  30)  nous  fait  voir  qu'il  suffit  de  comparer  le 
nombre  «  à  tous  les  termes  de  la  suite  (i)  pour  savoir  s'il  ne  contient 
qu'un  facteur  premier  du  nombre  p.  Faisons  d'abord  voir  que  de  tels 
nombres  a  existent  effectivement. 

Soit  j3  un  nombre  quelconque  de  cette  suite  non  premier  avec/;. 
Supposons  qu'il  existe  un  autre  nombre  7  non  premier  avec  /3  suivant 
le  module  p  et  ne  contenant  pas  tous  les  facteurs  premiers  àe  p  appar- 
tenant à  /3. 

Cela  posé,  on  voit,  d'après  le  niiun^ro  précédent,  qu'il  existe  dans  la 
suite  (i)  un  nombre  a  tel  que  |3  contienne  tous  les  facteurs  de  p  appar- 
tenant à  «;  la  norme  N  (aj  contiendra  p  comme  facteur  moins  de  fois 
que  la  norme  N(^). 

Si  a  contient  plus  d'un  facteur  premier  du  nombre  p,  on  peut,  par 
la  même  raison,  trouver  dans  la  suite  (i)  un  nombre  a'  tel  que  a  cou- 
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tienne  tous  les  facteurs  de  p  nppartenant  à  y.',  et  p  rentrera  dans  la 
norme  Nfa')  avec  l'exposant  moindre  que  dans  la  norme  '^[v.]. 

On  voit  que,  en  poursuivant  la  même  marche,  on  trouvera  un 
nombre  qui  ne  contient  qu'un  seul  facteur  premier  de  p. 

Ainsi,  chaque  nombre  non  premier  avec  p  contient  au  moins  un 
facteur  premier  de  p  appartenant  au  nombre  compris  dans  la  suite  (i) 
et  qui  ne  comprend  point  d'autres  facteurs  de  p. 

Soient 

(a)  |3,,   ^,,    ...,   fi, 

tous  les  nombres  de  la  suite  (i),  dont  chacun  ne  contient  qu'un  seul 
facteur  premier  idéal  du  nombre  p.  Si  les  deux  nombres  de  cette  suite 
ne  sont  pas  premiers  entre  eus  suivant  le  module/),  nous  dirons  qu'ils 
contiennent  un  même  facteur  idéal  du  nombre/).  On  peut  choisir  dans 
la  suite  (2)  tous  les  nombres  qui  contiennent  des  facteurs  distincts  de  p. 
Soient  v,  v,,  t'o.  .■■,v,  ces  nombres. 

Nous  dirons  que  le  nombre  complexe  a  contient  le  facteur  de  /) 
appartenant  m  fois  au  nombre  v  s'il  contient  tous  les  fticteurs  de  p 
appartenant  à  v"^  et  ne  contient  pas  tous  les  facteurs  de  p  appartenant 
à  f'"-'. 

Il  suit  de  cette  définition  que,  dans  ce  cas,  Hk  =  i'"','5,  H  étant  un 
nombre  ordinaire  non  divisible  parp,  et  p  un  nombre  complexe  entier. 

En  prenant  les  normes,  il  vient 

H"N(a)  =  [N(i';]"'N(('5). 

Il  en  résulte  que,  pour  chaque  nombre  donné  a,  m  ne  surpasse  pas 
une  limite  finie.  En  effet,  soient  p'  et  p^  les  plus  hantes  puissances 
de  /;  qui  divisent  N(a)  et  N(t')  ;  on  aura 

54.  Théorème.  —  Le  produit  /S-/  de  deux  nombres  complexes  con- 
fient le  facteur  idéal  de  p  appartenant  à  t'  autant  de  fois  que  les  deux 
nombres  fi  et  y  ensemble. 
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Supposons  que  |S  contienne  ce  facteur  m  fois  el  /•  fois  7.  Ainsi, 
on  a 

^'  (H,v  =  t'^7,, 

H  et  H,  étant  des  entiers  ordinaires  non  divisibles  par  p,  p,  el  y,  deux 
nombres  complexes  entiers. 

Nous  allons  voir  que  chacun  des  nombres  ,'i,  et  y,  ne  contient  point 
de  facteur  idéal  de  p  appartenant  à  i>. 

Supposons  que,  par  exemple,  |3,  le  contienne.  Alors  nous  aurons 

où  h  désigne  un  nombre  ordinaire  non  divisible  par  p,  et  fi.j  un  nombre 
complexe  entier.  Donc 

de  sorte  que  p  contiendrait  tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  i''""^', 
ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

Les  égalités  (1)  nous  donnent  la  suivante, 

d'où  l'on  voit  que  le  nombre  ^'/  contient  tous  les  facteurs  de  p  ap- 
partenant à  v'"'^''.  Maintenant,  il  nous  reste  à  faire  voir  qu'il  ne  con- 
tient pas  tous  les  facteurs  de  p  appartenant  à  p"'+^''-*-'.  Supposons,  au 
contraire,  que  7;  jSy  =  i''""'"-'72,  h  étant  un  nombre  premier  avec  p 
et  72  un  nombre  complexe  entier. 
Il  s'ensuit  que 

h['^,y<  =  HH,  ('7.,. 

Donc  j'5,7i  contient  le  facteur  de  p  appartenant  à  t-,  ce  qui  ne 
peut  être  en  vertu  du  théorème  n''  51. 

En  s'appuyant  sur  les  théorèmes  établis,  on  démontre  facilement 
toutes  les  |)ropositions  connues  sur  la  divisibilité  des  nombres  com- 
plexes. 
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Conditions  pour  que  les  constantes  arbitraires  d'une  expression 
générale  soient  distinctes  entre  elles: 


Par  m.  W.  de  MAXIMOVITCH. 


Nous  nous  proposons  ici  d'établir  les  conditions  analytiques  qui 
doivent  avoir  lieu  pour  qu'il  soit  impossible  de  réduire  le  nombre  de 
constantes  arbitraires  dans  une  expression  sans  diminuer  sa  généralité. 

Cette  question  se  ramène  à  une  autre  que  nous  allons  traiter  d'abord. 


§   I.  —   Conditions  pour  qu'il  existe  entre  des  Jonctions  données  de 
plusieurs  vari(d)les  des  relations  linéaires  à  coejjicients  constants. 

Étant  donné  un  système  de  fonctions 

A, ,    A 2,    .  .  .,   A,„ 
des  variables  indépendantes 

on  demande  les  conditions  pour  qu'il  existe  entre  les  fonctions  pro- 
posées une  ou  plusieurs  relations  linéaires  à  coefficients  constants. 
Considérons  tous  les  déterminants  qu'on  peut  former  avec  les  foiic- 
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lions  A|,  Aj,  ...,  A,„  et  leurs  dérivées  partielles  successives  prises 
parmi  celles  dont  l'ordre  ne  surpasse  pas  (/;«  —  i),  déterminants  dont 
chaque  colonne  verticale  contient  des  dérivées  d'une  même  fonction 
et  chaque  ligne  horizontale  une  même  dérivée  de  toutes  les  fonctions. 
D'après  celte  définition,  tousces  déterminants  sont  compris  dans  la  for- 
mule 

A ,  Aj  ...  A„, 

<-;*iA,  rf'.A,  f/'.A„, 


R, 


dx^  dxj  .  .  .  dx^ii 

dx^  dx^i .  .  .  dx^ii 

d.v^  dx^' .  .  .  dx^ii 

dxgdxgi.  .  .  dxg» 

d.vg  dxgi .  .  .  d-rgii 

dxQ  dxQi ,  .  ,  djcç// 

rf*"'->A, 

r/*m-.A, 

rf*'"-.A„ 

dXy  d.r..i  .  .  .  d.r..i/      dx-,  dx^i ,  .  .  dx^n 


dx^  dx^i 


dx^ti 


les  ordres  des  dérivées  A,,  /i,,  . 


ne  surpassant  pas  [m  —  i)  et 


les  indices  des  variables  x,,  Xo,  .  .  .,  jr„  pouvant  présenter  toutes  les 
combinaisons  possibles.  Dans  cette  formule,  le  nombre  m  ét;tnt  quel- 
conque, R,„_|  désignera  les  déterminants  analogues  à  R,„  formés  avec 
A,,  Ao,  .  . .,  A,„_|  et  leurs  dérivées  partielles  d'ordre  ne  surpassant  pas 

[m-  2). 

Lemme.  ~  Lorsque  tout  déteriuifiant'R,„  est  nul  et  qu'  en  même  temps 
l'un  des  déterminants  R,„_,  est  difjérent  de  zéro,  alors  A,„  s'exprime 
inéairement  au  moyen  de  A,,  Aj,  .  .  .,  A^.,  et  de  constantes. 

Désignons  par  z/,,  ?/,,  ...,  «„,_,  des  inconnues  et  considérons  le  sys- 
tème linéaire 


\  A,f/,  -+-  Ao«o  -f- .  .  .  -I-  A„,_, ?/,„_,  M-  A,„  =:  o, 

"1+1 T-U.,->r.  .  .-\- ^^—7-U„ 


dxi 


dx: 


dXi  .  .  .  dxj 


dxi  .  .  .  dXi 


d'k„ 


dxj  .  .  .  d.ij 


-  =0, 


OÙ  k  a  toutes  les  valeurs  depuis  l'unité  jusqu'à  [m  —  2)  inclusivement, 
et  les  indices  /,  .  .  ../  des  variables  x  présentent  toutes  les  combinai- 
sons possibles. 
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Considérons  encore  le  système  suivant  : 


f/"— 'A,  r/^-'A. 

«,+  -; —  "i 


,  d.Ti  .  .  .  dxj  dri  .  .  .  dxj 

12)  'i 

"-     '  J  d'"^'  A  d"-'  A 


^r,  .  .  .dxj     '""'        ^/x,-  .  .  .  d.r; 


=  O, 


les  indices  des  variables  .r  présentant  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles. A  l'égard  du  système  (i)  on  remarque  que  le  déterminant  de 
[m  —  i)  équations  (choisies  comme  l'on  voudra,  mais  sans  omettre  la 
première)  est  précisément  l'un  des  déterminants  que  nous  avons  dé- 
signés par  R,„_,- 

D'autre  part,  tout  déterminant  R,„  est  visiblement  formé  avec  les 
coefficienis  des  inconnues  et  les  termes  indépendants  de  m  équations 
quelconques  des  systèmes  (i)  et  (a)  réunis;  ce  déterminant  égalé  à 
zéro  est  la  résultante  de  l'élimination  de  u,,  u^,  . .  .,  u,„_,  entre  les  m 
équations  correspondantes  :  c'est  donc  la  condition  suffisante  de  leur 
compatibilité. 

Ainsi,  lorsque  l'un  des  déterminants  B,„_i  n'est  pas  nul,  et  qu'en 
même  temps  tout  déterminant  R,„  est  égal  à  zéro,  alors  le  système  (i) 
présente  (/«  —  i)  équations  distinctes,  soit 


/  A,  ?<,  +  A0M2  +  . . .  +  A,„_,  ?An-i  +  A,„  =  o, 


ri'A,  rf'A,  ^/'A„_,  d''A,„ 

dj-i  .  .  .  dx^^''  +  •  •  •  +  d.Vi  ...dx    "'"-'  "*"   dn  .  .  .dXj 


k  =  k,,k,,  . .  .,/.-,„_,<(/« 


système  dont  les  autres  équations  (i)  et  (2)  sont  des  conséquences.  En 
d'autres  termes,  on  peut  résoudre  le  système  (3)  par  rapporta  u,, 
//„,  ...,  «,„  ,,  et  les  valeurs  trouvées  satisfont  en  même  temps  à  toutes 
les  équations  (i)  et  (2);  nous  allons  montrer  que  ces  valeurs  de  u,, 
ju,  . . .,  u,„  sont  constantes,  et,  partant,  notre  lemme  sera  établi  par  la 
première  des  équations  (3). 

Différentiant  l'une  quelconque  des  équations  (3)  par  rapport  à  l'une 
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\rl.r  dXi .  .  .  i/.rj  d.r  ilx,  ,  .  .  djj     '  dx  dr,- .  .  .  d.rj  dx  dx; .  .  .  </.r^ 

( /,  1  f/*A,  du,  d''A-,  du..  d''X„^,       dit,„_. 

^    •       ^  +  -: .-  -r  +  7 '-r  ^  -^ 1-  T / 1—  =  "' 

dxi  .  .  .  fIXj  ar         dx,  ,  .  .  lixj   dx  dx,  .  .  ,  drj      dx  . 

k  =  o,  A|,  A.,  . .  .,  k,„_^'^{m  —  2). 

La  somme  des  termes  de  la  première  ligne  est  nulle  séparémeni, 
n'étant  autre  chose  que  le  premier  membre  de  l'une  des  équations  (ij 
ou  (2). 

Mais  après  suppression  des  parties  nulles  les  équations  (4)  devien- 
nent linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  dérivées  de  7^,,  u-,,  .  . ., 
u„,_,  et  entrahient  comme  conséquences  les  équations  suivantes  : 

D  '''"1  D  '■'"■■  T>  '/"«.-i 

'^m-i  -7-  =  O,      K,„_, -r;  =  o,      ■■-,      i\„ 


dx  '  '"-'   dx  '  "'-'     dx  ' 

le  déterminant  R,„_i  étant  le  même  que  celui  du  système  (3), et,  comme 
ce  déterminant  n'est  pas  nul,  il  en  résulte  que  n,,  iin,  .  .  .,  ?/,„_,  sont 
indépendants  de  chacune  des  variables  j:.  c.   q.   f.    d. 

Théorème  I.  —  /Jfin  qu'il  existe  nu  moins  une  relation  linéaire  ho- 
mogène à  coefficients  constants  entre  les  Jonctions  A,,  Aj,  .  .  .,  A„,  // 
Jaut  et  il  sujjit  que  tout  déterminant  B,„  soit  nul. 

Cette  condition  est  nécessaire,  car,  s'il  existe  entre  A,,  A,,  ...,  A,„  une 
relation  linéaire  à  coeftîcients  constants,  on  peut  la  diiférentier  |)ar- 
liellement  par  ra|)port  à  chaque  variable  x  aulant  de  fois  qu'on  voudra, 
et  l'on  aura  ainsi  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments  de 
chaque  ligne  horizontale  de  tout  déterminant  R,„,  qui,  par  conséquent, 
sera  égal  à  zéro.  Réciproquement,  si  tout  délerminant  R,„est  nul,  alors 
il  existe  une  relation  linéaire  entre  A,,  Aj,  .  .  .,  A,„.  Effeclivemenl, 
d'après  le  lemme,    lorsque   tout  R„  est  nui,  alors  A„,  s'exprime  au 
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moyen  de  A,,  Aj,  .  .  .,  A^  ,,  à  moins  que  fout  R,„_,  ne  soit  nnl;  mais 
.si  tout  Rm_,  est  nul,  alors,  par  ce  même  lemme  (où  l'on  nura  changé 
le  nombre  m  en  m  —  i  ),  A,„_,  s'exprime  au  moyen  de  A, ,  A,,  .  . .,  A^.o 
à  moins  «jue  tout  K,„_2  ne  soit  nul,  et  ainsi  de  suite.  Finalement,  on 
trouve  que  A,  s'exprime  au  moyen  de  A,,  A,  à  moins  que  tout  R,  ne 
soit  nul,  et  dans  ce  dernier  cas  on  s'assure  directement  que  A2  est  en 
rapport  constant  à  A,,  puisque,  par  supposition  même, 


A      A     i 


(/=  r,2,...,«; 


^  II.  _  Conditions  pour  que  les  constantes  arbitraires  d'une  expression 
soient  distinctes  entre  elles. 

Une  expression  où  x,,  x-,,  . .  .,  j:-,,  sont  des  variables  indépendantes 
et  n,,  rto,  .  .  .,  (i,n  des  consUuiles  arbitraires, 


d: 


F(.r,,  jTn,  . .  ,,.r„;  ^,,  a.,  .  ..,'7„), 


représente  l'ensemble  infini  de  fonctions  de  x,,  .r,,  .  .  .,  jr,,  qu'on  ob- 
tient en  donnant  k  a,,  n..  .  .  .,  a,„  toutes  les  valeurs  possibles,  et  par- 
fois il  existe  une  antre  expression 

(2)  J{x,,x., ,j"„;  A,, /?„,  ...,/;,:  1,     /.  <  w, 

contenant  moins  de  constantes  que  F  et  qui  cependant  représente  le 
même  ensemble  de  fonctions.  De  là  les  (léiinitious  suivantes   : 


I.  Deux  expressions  sont  équivalentes  si,  en  donnant  toutes  les 
valeurs  possibles  à  toutes  les  constantes  qui  figurent  dans  l'une,  on  en 
dcduit  toutes  les /onctions  particulières  comprises  dans  l'autic,  et  réci- 
proquement. 

II .  Les  constantes  d'une  expression  sont  distinctes  lorsqu'il  n'existe 
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aucune  expression  avec  moins  de  constantes  que  la  proposée  et  qui  lui 
soit  équivalente. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

TniioRfeMii  II.  —  ^Ji7i  que  les  constantes  arbitraires  a,,  a^,  ■  ■  -,  dm 
d'une  expression  F  soient  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n  'existe  entre 
les  Jonctions 

„-  <l¥     dV  rfF 

^     '  da^     (la-,  da„, 

aucune  relation  linéaire  liomogène  à  coejjicients  constants  ('). 

Pour  cela  il  faut  et  il  sujfit  que  parmi  les  dérivées  partielles  de  F  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  jr,,  x^,  ...,  x„,  el  dont  les  ordres 
ne  surpassent  pas  [m  —  i),  il  se  trouve  au  moins  un  seul  sjstènic  de  m 
Jonctions,  soit 

(4)  F, 


/x„  rf.r,;  .  .  .  dx^i/     dx$  d.rgi  .  .  .  dxi„  dx^  dx,i  .  .  .  tl.r.,ii 

k,,    k.^,     .  .  .,    Â-,„_|  î;  (/7Z  —  l), 

entre  lesquelles  il  n'existe  aucune  relation  oiia,,  an,  .  .  .,  a,„  ne  figurent 
pas  explicitement  (-). 

Lorsque  <7,,  «o,  .  .  .,  «„  dans  (r)  ne  sont  pas  distinctes,  alors  (i  est 
par  définition  II  équivalente  à  une  expression  (2)  où  le  nombre  X:  de 
constantes  est  inférieur  à  m,  et  par  définition  I,  en  donnant  dans  (i)  à 
a^,  «2,  .  . .,  fl,„  des  valeurs  déterminées  quelconques,  la  fonction  parti- 
tulière  ainsi  trouvée  peut  être  également  tirée  de  (2)  en  y  assignant  à 
/^i,  hn,  ■  ■ .,  b/,  des  valeurs  convenables.  En  d'autres  termes,  se  donnant 


(')  Indépendants  (le  .r,,  .rj,  ...,  x„,  mais  pouvant  dépendre  de  «,,  rt„  .  .  . ,  a,„. 

[')  Dans  ce  cas  les  fonctions  (4)  sont  dites  indépendantes  entre  elles  par  rapport  à 
«,,  flj,  .  .  . ,  <j„,  et,  d'après  le  théorème  de  Jacobi,  le  déterminant  fonctionnel  de  (4)  par 
rapport  à  n,,  «1,  .  .  . ,  <7;„  est  différent  de  zéro. 
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arbitrairement  n,,  a^,  .  .  .,  a,,,,  considérant  b,.  b^.  .  .  .,  />a  comme  in- 
connues et  posant  l'équation 

j  [X,,  X2,  •  ■  -,  x„;  t>, ,  O2!  •  ■  ■■)  f^kj  ^  r(^jr,,  jc^i  ■  ■  ■  1  x„;  d^,  fi2,  ■  •  .■,  (i,n  , 

on  peut  la  rendre  identique,  indépendamment  de  j:,,  a'o,  .  .  .,  x^.  Pai 
conséquent  on  satisfera  à  celte  équation  en  posant 

b,—  s,  bi^,,  /^/_2,  ...,  b^,a,,a.,,  ...,a,„),     {i  =  i ,  2,  . . . ,  l j, 

le  nombre  /  étant  égal  ou  inférieur  à  A';  et  l'on  auia  idenliquemenl 
]iar  supposition 

J  [X,,X2,   ■   ■   -y  X„,   Ç,,    ©21    •  •    -1    fil  bl^,,  b/_2<   ■   ■   -1  ^a) 
=   F   {^X,  ,  X^^    •   •    ■  y  X,i ,    rt  I  ,  rt  2 ,    .   .   .  ,  Cl,„  j . 

Dans  cette  identité  les  inconnues  bi+,,  bi^o,  . . .,  b^  restées  indéter- 
minées nefigurent  pas  au  second  membre  :  donc  elles  n'entrent  au  |)re- 
mier  qu'en  apparence  et  on  peut  les  v  remplacer  par  des  nombres 
déterminés  i/Vn  ^f+s»  ■  •  •?  ^ki  d'où,  en  désignant  par  fi,  o^,  ...,  of  ce 
que  deviennent  'fi,  ?2>  ■  ■  •>  ?h 

ft-rr  y     ':"    m"  -s"    i^"       b"  b") 

=  V  yX y,  X^^  •  •  •,  X^,  Cl , ,  n^,  •  •  ■  1  ^in): 

nouvelle  identité  qui  montre  qu'on  aura  toutes  les  fonctions  particu- 
lières comprises  dans  (i)  en  donnant  à  '^"i,o\<  •••,'/"  toutes  les  valeurs 
dont  elles  sont  susceptibles,  et  pour  cela  il  suffit  de  laisser  arbitraires 
entre  les  quantités  rt,,  a^,  . . .,  <7,„  un  nombre  /  •<  m. 

Ainsi,  lorsque  les  constantes  de  l'expression  (1)  ne  sont  pas  distinctes, 
alors  on  peut  déduire  toutes  les  fonctions  particulières  comprises  dans 
(i)  en  laissant  au  moins  à  l'une  des  constantes,  soit  «,,  une  valeur  par- 
ticulière cboisie  arbitrairement. 

Par  conséquent,  donnant  dans  jj  à  «,  deux  valeurs  particulières  in- 


l'y/)  W-     I>E    MAXIMOVITCH. 

tiniment  voisines  rt"  et  (7,"  +  «Yrt,, 

(5)  F{x,,  072 .r,„n, ,  <7,_,,  «,",  «,..,, a,„), 

(6)  F;  r,,  x.,  .  .  .,  a',,,  a,,  ...,«,_,,  c;;'  -h  (la,,  «,,_,,...,  n,„), 

les  deux  roiictioiis  trouvées  sont  équivalentes  entre  elles,  puisque  cha- 
nuue  est  équivalente  ù  (i). 

Récijjroquemcnl,  si  (5)  et  (6)  sont  équivalentes  entre  elles,  quelle 
que  suit  la  valeur  particulière  «,",  alors  les  constantes  dans  (i)  ne  sont 
pas  distinctes. 

Eu  effet,  donnant  dans  (i)  à  a,  une  série  de  valeurs  en  progression 
arithmétique  de  différence  dai,  c'est-à-dire  toutes  les  valeurs  possibles, 
on  verra  de  proche  eu  ])roche  que  tontes  les  fonctions  obtenues  sont 
équivalentes  à  (5);  donc  tout  l'ensemble  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire 
;  i),  ne  contient  aucune  fonction  particulière  qui  ne  soit  comprise 
dans  (5);  donc(i)  est  équivalente  à  (5)  quia  une  constante  arbitraire 
de  moins,  ou,  par  définition  II,  les  constantes  dans(i)  ne  sont  pasdis- 
tinctes. 

Far  ce  qui  précède,  la  condition  nécessaire  et  suffisanie  pour  que 
les  constantes  dans  (  i  )  ne  soient  pas  distinctes  est  que  (  5)  et  (6)  soient 
équivalentes  entre  elles,  et  pour  cela,  par  définition  I,  il  faut  et  il  suffit  ' 
qu'en  donnant  dans  (5)  aux  constantes  arbitraires  (7,,  .  .  .,  n,^,,  a,^,, 
...,  fl,„  des  valeurs  particulières  quelconques  a'^^,  ...,al'^,,a"_,.  ...,a'l,,  le 
résultat  puisse  se  déduire  également  de(6jeuy  assignant  à  «,,.  .  ,«,_,, 
rt,v,,  ...,  (7;„  des  valeurs  infiniment  peu  différentes  a^^^da,,  ..., 
f/"_,  -I-  r/(K,_  ,,  a,'V,  +  dûi^,,  . . .,  a''„  -h  da„j^  et  l'on  doit  avoir,  iudépen- 
tlamment  de  J?,,  .  .  .,  x„ 

Y{x^,  ...,x„,a'[  -H  (/(/,,  ...,  rt,"  4-  dUi,  ....ail,  +  ^^^m) 
=  r  (^ Xi ,  . . . ,  x„,  a ^ ,  rt ,, .. .,  a,,,), 

se  donnant  arbitrairement  a",  a?^,  .  . .,  a",  et  déterminant  da,.  da.,,  ..., 
da„^.  Négligeant  les  puissances  des  différentielles  et  supprunant  les 
indices  zéro,  l'équation  précédente  devient 

(7)  --aa,  -h  -^aa^n h  ~j—da,„~  u. 
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hcs.  quanlilés  da,,  da  2,  ...,  da,„  sont  indépendantes  de  oc,,  jr„,  ..., 
.r„et,  sous  cette  réserve,  la  possibilité  de  l'équation  (7)  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  constantes  de  l'expression  (i)  ne 
soient  pas  distinctes.  Au  contraire,  pour  que  ces  constantes  soient  dis- 
tinctes, il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (7)  soit  impossible, c'est-à-dire, 
conformément  à  l'énoncé,  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  à  coef- 
ficients constants  entre  les  fonctions  (3). 

Pour  cela,  d'après  le  théorème  1  du  §  I,  il  faut  et  il  suffit  qu'au  moins 
l'un  des  délerminants  R,„  formés  avec  les  fonctions  (3)  soit  différent 
de  zéro.  Faisant,  dans  l'expression  générale  du  déterminant  B,„  au  §  I, 


-j-i       A2  -—   -;—■>       •••>       A,„  r=  -— 
"«1  da,  da,„ 


on  trouve  précisément  le  déterminant  fonctionnel  du  système  (4)  par 
rapport  aux  constantes  a^^a„^  .  .  .,  a,„. 

Par  ce  qui  précèfle,  l'un  au  moins  de  ces  déterminants  de  R„,  doit 
être  différent  île  zéro  et,  en  vertu  de  la  proposition  de  Jacobi  sur  les 
déterininanls  fonctionnel,  au  moins  l'un  des  systèmes  de  fonctions, 
tels  que  (4),  sera  indépendant  par  rapport  aux  constantes  «,,  a^,  •••1 

f'm-  C.     Q.     F.     U. 

Remarque.  —  La  limite  supérieure  [m  —  \)  que  le  théorème  II  as- 
signe à  l'ordre  des  dérivées  parmi  lesquelles  doivent  nécessairement 
se  trouver  les  fonctions  indépendantes  (4)  est  une  limite  précise:  en 
effet,  la  fonction  F  peut  contenir  m  constantes  distinctes  sans  que,  parmi 
toutes  ses  dérivées  partielles  d'ordres  ne  surpassant  pas  {m  —  2),  il  se 
trouve  un  tel  système  (4). 

Par  exemple,  dans  l'expression 

les  [m  =  4)  constantes  sont  distinctes,  et  cependant,  parmi  les  dérivées 
de  F  d'ordres  ne  surpassant  pas  [m  —  2  =  2).  il  n'existe  aucun  svs- 
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k-me  (If)  (le  (/;/  =z  /J)  fonctions  inclépendanlos.  On  a  en  effet 

, ,  _    f/¥        f/F        dF  _'/'F  <l'F         (IV^_(PV    .       rP? 

il.i\         f/.r.j         cl.)\         iI.t\         f/.>\i/.rj        (/.r,         (i.r!,         dx^dx, 

trois  rclaliolis  i-nlic  six  fonctions  dont  quatre  ne  sauraient  être  indé- 
pendantes. 
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Sur  les  problèmes  des  températures  statlonnaires,  de  la  torsion 
et  de  V  écoulement  bien  continu ,  dans  les  cylindres  ou  les 
tuyaux  dont  la  section  normale  est  un  rectangle  à  cotés 
courbes  ou  est  comprise  entre  deux  lignes  fermées  ; 

Pak  m.  j.  BOUSSINESQ. 


1.  Parmi  les  belles  inlégrations  que  Lamé  a  effectuées,  dans  des 
questions  de  Physique  mathéinatique,  au  moyen  de  ses  coordonnées 
curvilignes,  la  plus  étendue,  la  seule  même  qui  s'applique  à  des  corps 
d'une  infinité  de  formes  différentes,  échappant  à  toute  équation  finie 
particulière,  est  celle  qui  concerne  le  problème  des  températures  sta- 
lionnaires  dans  les  cylindres  qui  ont  pour  section  normale  un  rec- 
tangle à  côtés  courbes,  et  où  la  température  est  maintenue  constante 
sur  chaque  génératrice,  mais  variable  d'une  manière  quelconque  d'une 
génératrice  à  l'autre.  D'ailleurs,  la  méthode  qu'il  y  suit  s'étend  aisément 
au  cas  où  le  contour  ne  comprend  que  deux  courbes  (alors  fermées), 
au  lieu  de  quatre,  et  à  celui  où,  sur  toute  l'étendue  de  quelques-uns 
des  côtés  de  la  section,  on  se  donne  arbitrairement,  au  lieu  de  la 
température,  le  flux  de  chaleur  ,  constant  en  chaque  point,  qui 
traverse  la  surface.  Lamé  montre  que  ce  problème  est  toujours  réso- 
luble, à  la  seule  condition  qu'on  sache  effectuer  l'intégration  dans  le 
cas  simple  où  deux  faces  opposées  du  cylindre  sont  maintenues  à 
deux  températures  uniformes  sur  toute  leur  étendue  et  où  les  deux 
autres  faces  (quand  elles  existent)  sont  supposées  imperméables  à  la 
chaleur.  En  d'autres  termes,  l'intégration  peut  s'effectuer,  pourvu  que 
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l'on  connaisse,  dans  le  plan  de  la  seclion,  une  famille  de  lignes  iso- 
thermes dont  fassent  partie  deux  côtés  opposés  et  qui,  s'il  s'agit  d'un 
rectangle  curviligne,  coupent  à  angle  droit  les  deux  autres  côtés. 

Lamé  traite  ce  problème,  à  deux  coordonnées  x,  j,  en  partant  de 
formules  fort  complexes,  établies  pour  le  cas  général  de  trois  coor- 
données x,j',  z,  en  sorte  que  les  éléments  de  la  solution  doivent 
en  être  cherchés  dans  les  I",  II'',  IIP  et  XP  de  ses  Leçons  sur  les  coor- 
données curvilignes.  M.  Emile  Mathieu  a  repris  la  même  question  aux 
Chajiitres  II  et  III  de  son  Cours  de  Pliysique  mathématique  ;  il  a  exa- 
miné notamment  les  cas  particuliers  déjà  étudiés  dans  les  XP,  XIP 
et  XIIP  des  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes ,  c'est-à-dire  les 
cas  des  coordonnées  elliptiques,  bicuxulaires  et  lemniscaliques,  et  il  a 
éclairci  certaines  difficultés  spéciales  auxquelles  est  parfois  sujette 
leur  application,  difficultés  tenant  à  l'existence,  dans  le  plan,  de  ré- 
gions singulieies  ou  extrêmes  (telles  que  le  pôle  quand  il  s'agit  de 
coordonnées  |iolaires)  où  des  discontinuitésanaly  tiques  peuvent  se  pro- 
duire parce  qu'une  des  coordonnées  employées  cesse  d'y  être  parfai- 
tement déterminée.  Mais  il  a,  comme  Lamé,  déduit  les  équations 
dont  il  se  sert  de  celles  qui  concernent  le  cas  de  trois  coordonnées 
(auxquelles  il  arrive,  il  est  vrai,  par  une  voie  plus  rapide). 

Je  crois  donc  utile  d'exposer  ici  du'eclement,  jjour  le  lecteur  étranger" 
à  la  théorie  des  coordonnées  ciu'vilignes,  les  principes  de  la  solution 
générale,  déjà  contenus  sous  une  certaine  forme  dans  le  §  CVII  des 
Tjeçons  de  Lamé  (p.  192),  et  dont  MM.  WUliam  Thomson  et  Tait 
ont  su  tirer  un  excellent  parti  au  n"  707  de  leur  Traité  de  Philosopliie 
naturelle.  La  question  en  vaut  d'autant  plus  la  peine,  qu'elle  ne  con- 
cerne pas  seulement  les  températures  staliounaires  dans  des  prismes 
le  longueur  indéfinie,  mais  qu'elle  embrasse  aussi  les  lois,  autrement 

portantes,  de  la  torsion  des  iiiêineb  prismes  et  celles  de  l'écoulement 
uniforme  bien  continu  d'un  liquide  dans  des  tuyaux  droits  dont  l'ui- 
lérieur  aurait  même  seclion  que  ces  prismes;  c'est  ce  que  j'ai  uionlré 
aux  §§  IX  et  X  d'une  Etude  nouvelle  sur  l'équilibre  et  le  niouvemetit 
ries  corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont  très  petites 
par  rapport  à  d  autres  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
t.  XVI,  1871;  premier  Mémoire:  Des  tiges).  Enfin,  la  même  analyse 
donne  encore  la  solution  d  un  quatrième  problème  atsez  intéressant, 


un 
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celui  du  mouvement  que  prend  un  liquide  sans  pesanteur,  remplissant 
un  cylindre  solide  creux  auquel  ou  imprime  un  mouvemei^.t  de  rnia- 
tion  autour  d'un  axe  parallèle  aux  génératrices,  dans  les  cas  où  le 
frottement  intérieur  du  fluide  est  négligeable  et  où  les  composantes 
de  sa  vitesse  suivant  les  axe-,  fixes  des  coordonnées  égalent  en  chaque 
point  les  dérivées  partielles  correspondantes  d'une  même  fonction  y. 
Cette  question,  étudiée  en  i843  par  M.  Stokes,  a  été  rappelée  en  1867, 
dans  les  n°'  704  et  705  du  Traité  de  Philosopliie  fiaiiirelle,  par 
MM.  Thomson  et  Tait,  qtii  ont  signalé  ses  rapports  avec  le  problème 
tle  la  torsion. 

2.  Il  s'agit  de  former  une  fonction  n  de  deux  coordonnées  rectan- 

gulains  JT,  j)-,  qui  satisfasse  à  l'équation  indéfinie 

,    .  fi- Il         d-n 

dans  toute  la  partie  du  plan  des  xy  comprise  entre  deux  courbes 
fermées  données  ou  à  l'intérieur  d'un  rectangle  curviligne  donné,  et 
qui,  sur  chaque  côté  de  ce  contour,  acquière  en  chaque  point  des  va- 
leurs arbitraires  connues  ou  ait  sa  dérivée,  dans  un  sens  normal  au 
contour,  égale  à  des  valeurs  connues.  On  suppose  la  solution  déjà 
trouvée,  pour  le  cas  simple  où  u  se  réduit  à  deux  constantes  sur  deux 
côtés  opposés  du  contour  et  où  la  dérivée  de  u,  dans  lui  sens  normal 
au  contour,  est  nulle  tout  le  long  des  autres  côtés  (quand  ils  existent). 
J'appellerai  a  celte  expression  particulière  de  «,  fonction  connue 
de  X  et  y.  Les  courbes  (dites  isothermes  a  =  const.  auront  évidem- 
ment pour  trajectoires  orthogonales  celles  dont  l'équation  différen- 
tielle est  -—  dx ~  dy  =z  o.  Or  le  premier  membre  de  cette  équation 

est  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  [t;  car,  a  vérifiant  la 
relation 

la  dérivée  de  —  par  rapport  ay  égale  bien  celle  de —  par  rapport 

à  X.  Donc,  dans  l'équation  fi  -—  const.  des  trajectoires  orthogonales 
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considérées,  le  paramètre  fi  satisfait  aux  deux  relations 

/^N  f/p  _  th.         rip   _         du. 

ilx        cly        dy  dx 

D'ailleurs,  si  l'on  ajoute  ces  deux  relations  après  les  avoir  respecti- 
vement différentiées  en  x  et  en  y.,  on  trouve 

ainsi  les  lignes  fi  =  const.  sont  isothermes,  fi  satisfaisant  comme  a  à 
l'équation  (i).  En6n,  le  troisième  et  le  quatrième  côté  du  contour 
(quand  il  s'agit  d'un  rectangle  cursiligne)  coïncident  avec  deux  de  ces 
lignes,  car  ils  coupent  à  angle  droit  toutes  les  courbes  a  =  const., 
à  cause  de  la  condition  que  a  y  vérifie  par  hypothèse. 

J'admettrai  que  les  lignes  de  l'une  quelconque  des  deux  familles 
a  =  const.,  jS  =  const.  divisent  l'espace  considéré  en  bandes  conti- 
nues, sans  s'y  rencontrer  nulle  part.  Dans  ces  conditions,  chacun  des 
deux  [laramètres  tx,  fi  croîtra  sans  cesse  ou  décroîtra  sans  cesse  le  long 
d'un  chemin  normal  aux  courbes  qu'il  caractérise. 

Pour  le  démontrer,  multiplions,  par  exemple,  l'équation  (2)  par  un 
élément  dxdj-  =  de  de  l'aire  du  plan  et  intégrons  le  résultat  dans  toute 
l'étendue  qu'entoure  un  contour  fermé  quelconque  y.  Chaque  terme 

sera  intégrable,  et,  en  appelant  /   une  somme  prise  tout  le  long  du 

contour,  r/^  un  élément  quelconque  de  ce  contour,  X  l'angle  fait  avec 
les  X  positifs  par  une  normale  infiniment  petite  dn  menée  à  f/^  vers  le 

dehors,  enfin  —  tuie  dérivée  prise  le  long  de  dn.,  il  viendra 


^5)  /(È^°''^'  +  ^^'"\)^X  =  °'     °"     /È^/- 


o. 


Cela  posé,  prenons  pour  contour  y  le  rectangle  curviligne  que  for- 
ment deux  trajectoires  très  voisines  menées  orthogonaleuient  aux 
courbes  a  =  const.  et  des  éléments  correspondants  dy^i,  dy^  de  deux 

(le  ces  dernières  courbes;  puis  observons  que  la  dérivée  —  s'annule 
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tout  le  long  (les  deux  trajectoires.  En  désignant  par  dn^  une  normale 
à  l'élément  ^Z/,,  tirée  vers  le  dedans  du  rectangle  (ou  égale  à  —  dn),  et 
|iar  drio  la  normale  à  d/„  menée  vers  le  dehors,  c'est-à-dire  de  même 
sens  que<Y/i,  pour  un  observateur  qui  parcourrait  une  des  deux  trajec- 
toires, l'équation  (  j)  deviendra  simplement 


dy.      ,  dx 


[6)  -;7^^^/'  +  ;7Z^x= 


o. 


Donc  les  deux  valeurs  quelconques -^-^  et -—  de  la  dérivée  de  u  ont 

le  même  signe,  et  a  varie  toujours  dans  un  même  sens  le  long  d'un 
chemin  normal  aux  courbes  a.  =  const.  Une  remarque  analogue  s'ap- 
pliquerait au  paramètre  /3. 

Ainsi,  la  variable  a  croît  graduellement,  depuisunecertaine  valeur  c/.^ 
jusqu'à  une  autre  valeur  a,,  quand  on  traverse  successivement  toutes 
les  courbes  a  ==  const.  comprises  dans  l'espace  que  l'on  considère. 
De  même,  le  paramètre  p  croit  graduellement  depuis  sa  valeur  j^u 
sur  un  côté  jusqu'à  la  valeur  /5,  qu'il  prend  sur  le  côté  opposé,  s'il 
s'agit  d'un  rectangle,  ou,  dans  le  cas  contraire  de  l'espace  annulaire 
compris  entre  deux  courbes  a  =  const.,  depuis  la  valeur  p„  qu'il  a 
sur  une  trajectoire  orthogonale  déterminée  de  ces  courbes  jusqu'à  la 
valeur  ("Sq  +  sr  qu'il  acquiert  quand,  après  un  tour  complet  décrit  le 
long  des  mêmes  courbes,  on  se  trouve  revenu  sur  cette  trajectoire 
Par  suite,  tout  système  de  valeurs  de  a  et  ^,  comprises  respectivement, 
soit  entre  «„  et  a,,  soit  entre  j'î,,  et  j*;,  ou  j'îo  et,3(,-f-s7,  caractérisera  par- 
faitement un  point  de  l'espace  étudié,  savoir  l'intersection  unique  des 
courbes  correspondantes  y.  ^  const.,  [:>  =  const.,  dont  chacune  n'aura 
dans  cet  espace  qu'une  branche.  Ou  pourra  donc  prendre  «  et  jî,  à  la 
place  de  .ret  dej>',  comme  variables  indépendantes.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire. 

3.  Voyous  d'abord  ce  que  devient  l'équation  indéfinie  (i).  Si  nous 
supposons  H  exprimé  en  fonction  de  a  et  de  [■:,,  variables  qui  dépendent 
elles-mêmes  de  x  et  de  j,  une  première  différentiation,  effectuée  par 
rapport  à  x,  donne 

du         du   dx         du  dp 
djr         dx  d.c         d'i  dx 
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Différentions  ui)e  fois  de  plus  par  rapport  à  :r;  il  viendra 

<l'-tt         tl-it  (h-  (l-it     <lj.    f/,3         d-ti  di-    ^    (la  d'à         du  d-^ 


On  aura  pour —4  une  valeur  analoo;iie,  et  ces  deux  valeurs,  ajoutées 
en  tenant  compte  des  relations  (2),  (3)  et  (4),  donneront 

(°)  d^^  dP  ~  \d7'  "^  r/p'  )   \dx'  dj'j' 

i 

Coiiune    on  ne  peut  avoir  -^^  -1-  -^,  =  o  qu'en  des  points  particuliers 

tout  au  plus,  et  que  l'équation  (i)  doit  être  vérifiée  d'une  manière  con- 
tinue, il  vient 

,     ,  d'il  tPu 

(9)  ;??  +  ;/^  =  "- 

L'équation  indéfinie  conserve  donc,  dans  le  système  des  variables 
y.  ,3,  la  forme  qu'elle  avait  dans  celui  des  x,  y.  Mais  les  conditions 
spéciales  au  contour  limite  deviennent  beaucoup  plus  simples  D'une 
part,  les  équations  du  contour  se  réduisent,  dans  le  cas  où  il  s'agit 
d'une  bande  comprise  entre  deux  courbes  fermées,  à  (Z  =  a^  pour  un 
bord  et  à  a  =  a,  pour  l'autre,  et,  dans  le  cas  d'un  rectangle  curvi- 
ligne, à  a  =  «0»  «  =  ^1)  1'^  =  i'^o;  {■'  =  \u  poi"'  'es  quatre  côtés  res- 
pectifs. D'autre  part,  la  dérivée  de  u  le  long  d'un  chemin  normal,  par 
exemple,  aux  courbes  y.  ^^  const.  Mérivée  proportionnelle  aux  flux  de 
chaleur  de  même  sens)  est  en  chaque  point  la  somme  des  produits  de 

du         du  dy.  du  dp         du  du  du         du  d^ 

7t7r~7~x'dr^  Ti^Tx''    dj-^lûd]-      d^Ty 
par  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  aux  courbes, 

,  ,  ,     d-j.     dy.  ,         Ida.''         d-jr  ,       . 

c  est-a-dire  par  les  rapports  de^>  —  a  W^^  +  ^p'  somme  égale,  vu 


TEMPÉRATURES    STATIONNAI RF.S    DANS    LES    CYLINDRES,     ETC.         I  83 


les  relations  (3),  =^  77  V/t^j  "•"  ;i  r  Dire  que  cette  dérivée  équivaut,  le 
long  des  côtés  a  =  y„,  a  =  a,,  à  une  fonction  dotmée  de  x  et  de  j-, 
c'est  donc  dire  qu'on  y  connaît  les  valeurs  de  •  De  même,  on  con- 
naîtra —  le  long  des  côtés  [->  =  Sj,  ;3  =  ,5,  où  le  flux  de  chaleur  serait 

donné. 

En  résumé,  les  conditions  spéciales  au  contour  deviennent 

[   (pour  (z  =  ■Z(,  et  pour  a  =  «,) 

/  r/  ou   -T-  ^  des  lonclions  données  de  ,5, 


et,  en  outre,  quand  il  s'agit  d'un  rectangle  curviligne 

(  (|)Our  ,'i  =  So  et  pour  5;  ~  j'î,), 

(il)  \  du         ,      r         ■  .         ■       1 

I  H  ou  -;;  =  des  lonctions  données  de  a. 

Si  l'on  considère,  au  contraire,  l'espace  compris  entre  deux  courbes 
fermées  a  =  «o,  «  =  a,,  les  conditions  (11)  sont  remplacées  par  une 
seule,  consistant  en  ce  que  ic  doit  retrouver  les  mêmes  valeurs  quand 
l'i  croît  de  sa  périodes,  obtenue  en  faisant  un  tour  complet  de  l'un 
des  deux  bords. 

4.  Pour  satisfaire,  dans  ce  dernier  cas,  à  toutes  les  conditions  énu- 
niérées,  on  compose  l'expression  générale  de  u  de  deux  parties  dis- 
tinctes, vérifiant  chacune  l'équation  indéfinie  (9).  Dans  l'une,  on  sa- 
tisfait à  la  condilidn 

u  ou  --  =:  une  fonction  donnée  de  P  (pour  a  =  «„) 

et  à  la  condition 

u  ou  -—=-0     ;potir  a=-u.\\ 

av.  '' 
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tandis  que,  dans  l'autre  partie,  on  satisfait  à  la  condition 

du  ,  , 

H  OU  -r  —  o     (pour  a  =  a„ 

«a  ' 

f  t  à  la  condition 

H  ou  -—  =  une  fonction  donnée  de  |3     (pour  c.  =  a,). 

La   première  partie,  par  exemple,  sera   de  l'une  des    deux   formes 
doubles  » 


[12) 


ou     - 


X  [csinm(^  —  fl.o)  -+-  c' cosm(^j  —  j'îo)]. 


Si  l'on  prend  la  première  forme,  avec  l'un  ou  l'autre  des  signes  q=, 
il  vient 

'pour  a  =  Uo)     u  =  I[csmm{^  —  fio)  +  c' cosm{[li  —  [-j^]], 

(i3)     j  ,/„ 

'  'pour  a  -=  a,)     u  ou  -—  =  o. 

Si  l'on  prend,  au  contraire,  la  seconde  forme,  on  trouve 

'pour  a  =  «o)     —  —  =  l[c &\nm{[''j  —  [l, ,,]  +  c' co&m',  [-j  —  fj„\\ 
pour  u.  —  a^)     u  ou  —  =  o. 

Or,  dans  les  deux  cas,  l'une  des  quantités  w, est,  pour  a  =  a„, 

luie  fonction  donnée  de  |3,  fonction  périodique,  puisqu'elle  repasse  par 
les  mêmes  valeurs  quand  fi  croît  de  w  ou  après  chaque  tour  complet. 
Les  valeurs  de  w,  ainsi  que  cellesdes  coefficients  c,  c' ,  se  détermineront 
donc  par  la  formule,  bien  connue,  qui  sert  à  développer  une  fonction 
périodique  en  série  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  mul- 
tiples d'un  certain  arc  proportionnel  à  sa  variable. 
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D'ailleurs,  rien  n'empéclier;i,  quand  la  fonction  ii  ne  cessera  pas 
d'être  partout  finie,  desupposer  déplus  en  plus  grande  la  courbe  qui  en- 
toure extérieurement  l'espace  considéré,  de  manière  que  celui-ci  com- 
prenne, à  la  limite,  toute  la  partie  du  plan  située  en  dehors  du  bord 
intérieur.  De  même,  on  pourra,  si  u  reste  partout  fini,  concevoir  que 
le  bord  intérieur  se  réduise  ou  se  resserre  de  plus  en  plus,  sans  qtie 
l'antre  bord  varie,  au  jloint  même  que  l'espace  considéré  embrasse 
finalement  toute  l'étendue  mesurable  comprise  au  dedans  de  la  courbe 
extérieure.  Alors  cependant  la  courbe  fermée  intérieure  c/.  ■=  a,,,  réduite 
à  un  simple  arc  qui  revient  sur  lui-même  ou  qui  n'entoure  plus  aucune 
surface,  continue  à  jouer  en  quelque  sorte  le  rôle  d'une  paroi  tant 
qu'on  y  suppose  vérifiée  la  condition  spéciale  (lo)  qui  la  concerne; 
elle  rompt  généralement  la  continuité,  en  ce  sens  que  ii  et  à  plus 
forte  raison  ses  dérivées  peuvent  rect^voir  des  valeurs  très  différentes 
sur  les  deux  côtés  de  cette  ligne.  Il  faudrait  donc,  pour  qu'une  con- 
tinuité parfaite  existât  dans  fout  l'espace  qu'entoure  la  courbe  exté- 
rieure, remplacer  la  condition  (lo)  dont  il  s'agit,  relative  à  la  position 
limite  de  la  ligne  a  =  «„  et  qui  équivaut  à  deux  conditions  (car  elle 
s'applique  séparément  sur  chaque  côté  de  la  courbe  intérieure),  par 
deux  autres  exprimant  que,  le  long  de  cette  courbe  limite,  u  et  sa 
dérivée  suivant  un  sens  normal  à  la  courbe  ont  d'égales  valeurs  des 
deux  côtés. 

Passons  actuellement  au  cas  oij  il  y  a  les  quatre  faces  a  =  a„,  a  ^  «, , 
|3  =  po,  |3  =  i^,.  Alors  on  compose  la  solution  de  quatre  parties,  dans 
chacune  desquelles  u  ou  sa  dérivée  suivant  le  sens  normal  au  contour 
s'annulent  sur  trois  côtés  et  reçoivent,  sur  le  quatrième,  les  va- 
leurs données.  Par  exemple,  la  première  partie,  destinée  à  vérifier 
la  condition  concernant  le  côté  c.  =  «o,  est  de  l'une  des  quatre 
formes  doubles 

ou 


X  [csinm(/B  —  po)     ou     ccos77i(/3  —  |3(,)]. 


On  choisit  les  facteurs  sin?n(|3  —  i^o)  ou  les  facteurs  cosHi(j'3  —  po), 

'  du         ...       ,  ,  ,  , 

suivant  que  c  est  u  ou  -—  qui  doit  s  annuler  pour  [v  =  p„;  en  outre,  on 

JouTii.  de  Math.  (3^  série),  tome  VI.  —  Jvin  iS8o.  2/4 
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prend  pour  m  un  multiple  de      '^      ou  un  multiple  impair  de  -, 

selon  que  la  condition  relative  'n  fi,  —  p,  est  pareille  ou  non  à  celle 
qu'on  a  déjà  vérifiée  pour  fi  =  j'5„.  Enfin,  des  séries  Irigonométriques 
bien  connues  permettent  de  déterminer  les  coefficients  c,  de  telle  ma- 
nière, que  les  expressions  (i5)  de  u  ou  celles  de  —  -^  ,  réduites,  pour 

lc[siT\m: ^  —  fi„)    ou   COS/?if^  —  |3n)], 

égalent  alors,  entre  les  limites  fig  et  fi,,  une  fonction  arbitraire  donnée 

de  /3. 
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Sur   la   transformation   des  fonctions  0  ; 
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Dans  le  Journal  de  Mathématiques  (année  i858),  M.  Hermite,  com- 
prenant les  quatre  fonctions  0  dans  une  seule  formule,  a  résolu  le 
problème  de  leur  transformation.  Toute  fonction  intermédiaire  (' ) 
pouvant  s'exprimer  par  l'une  des  fonctions  0,  le  problème  de  cette 
transformation  est  complètement  résolu,  au  point  de  vue  théorique 
du  moins.  Si  je  reviens  sur  ce  sujet  (et  il  ne  s'agit  ici  que  des  fonc- 
tions du  premier  ordre),  c'est  que,  tout  en  considérant  immédiatement 
la  question  d'une  manière  générale,  l'on  obtient  en  même  temps  des 
formules  plus  simples  et  plus  symétriques.  J'ai  d'ailleurs  à  donner  la 
somme  d'une  série  qui  est  analogue  à  celle  considérée  par  Gauss  dans 
son  Mémoire  sur  certaines  séries  singulières,  qui  comprend  quelque- 
fois cette  série,  et  qui  est  souvent  plus  générale;  et  ces  deux  questions 
sont  liées  dans  l'analyse  suivante,  de  telle  sorte  qu'elles  ne  peuvent 
être  séparées. 

I.  Toute  fonction  intermédiaire  du  premier  ordre  pouvant  être  dé- 
finie à  un  facteur  constant  près  |iar  la  formule 


(')  Je  me  sers  ici  de  la  dénomination  Ae  fonctions  intermédiaires  donnée  p;yi 
MM.  Briot  et  Bouquet  (page  236  de  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques)  à  la  classe 
des  fonctions  dont  les  quotients  expriment  les  fonctions  doublement  périodiques. 
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on  trouve  pour  la  Uansformalion  du  premier  degré,  c'est-à-dire  pour 
celle  dans  laquelle,  les  nouvelles  périodes  élaiit  désignées  par 

on  a  entre  les  nombres  entiers  /»,  <y,  r,  s  la  relation 

(2)  ijs-(ir  =  i; 

on  trouve,  dis-je,  pour  cette  transformation  l'équation 


v'. 


;;j  =  —  x 


que  Ton  peut  écrire  d'une  manière  pbis  abrogée,  et  sans  réduire  la 
(jiiestion,  en  renjplaçantrt  —  A  par  a  et  /?  —  B  par  b. 


irri  iz  —  <J  +  iii'ii'  I 


Cependant  nous  emploierons  de  préférenci'  l'équation  (3)  à  caute 
lie  la  symétrie  qu'elle  pi ésenle  et  qui  doit  s'étendre  aux  formules  de  la 
iraiistormation. 

Ces  fornudes  :iont  les  suivantes  : 


a -A-    '' 


wil 

/'7  +  a  [<- 


cfrt-  A)-t-/>-  B  =  — 


ail 


f  —  C  =  —  (^/'  ~r  2H)-  H-  ;'/K/  +  aKj— , 
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les  nombres  entiers  H  et  R étant  tout  à  fait  arbitraires;  ou  bien  encore 

Ubis)  ]  C(a- Aj  +  ^'-B^-^^^^, 

^c-C  =  -[pr-ili)-^  +  {sq~  nk)  ^. 

Les  premières  servent  à  la  transformation  du  premier  membre  dans 
le  second;  les  secondes  à  la  transformation  du  second  membre  dans  le 
premier.  La  symétrie  estcomplèle,  ainsi  qu'on  va  le  voir.  Si  l'on  résoud 
les  équations  (i)  par  rapport  à  oj  et  w',  il  vient 

(5)  03  =  i'P,  -  ryû',      oj'..r  -^Q-h/jO', 

et,  si  on  les  compare  aux  équations  (i),  on  voit  qu'on  passe-  des  unes 
aux  autres  par  le  changement  de/>,  7,  /',  s  en  s,  —  q,  —  r,  p.  Si  l'on 
désigne  en  outre  par  k  et  h.  les  nombres  entiers  analogues  à  K  et  H,  on 
passera  de  l'une  des  transformations  à  l'auire  par  le  changement  des 
(piantités  ' 

w,   w',  p,  If,   /•,  s,  a,  h,  c,  /^,   A', 

dans  les  quantités 

ii,  il',  s,   ■-  r/,    -  r,  p,   A,   B.   C,   H,   R. 

il  est  clair  d'ailleurs  que  les  formules  (4)  et  (4  bis)  doivent  être 
identiques;  il  en  résulte  les  relations 


(G) 


p{sr -f-  2H)  —  r(pt]  +  2K)  =  /jr  —  2/?, 

q{sr  -+-  211)  —  s{p(/  +  2K.)  =  —  sq  4-  2A, 


ou,  ce  qui  reviml  au  même, 

j  jr  +  2H  =  s{pr  —  2/1)  ■+-  i{sq  —  aA), 

(  G    ^"  )  /  I    s  ,  ,    -. 

\  pq  ■+-  2R  =  qipr  —  -ill)  ->r  p[sq  —  2A  )^ 
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1/introdiiction  des  nombres  //,  k.  H,  R  présente  cet  avantage,  qu'on 
[)eut  loujotirs  en  disposer  pour  que  les  quantités  c  et  C  soient  com- 
prises d;Mis  les  parallélogrammes  (oj,  o/)  et  (Q,  iV). 

Quant  à  la  quantité  £,  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

I"  La  partie  imaginaire  de  —-  étant  positive, 


q  impair,  i  ^  e       ^  '?^     '^  ^    ( 


'/ 


(7  =   2 


2°  La  portion  imaginaire  de  —  étant  négative, 


q  impau-,  c  =  e       ^         7/    <o  .    ('_ 


;8)     9  =  2^-'^, 


Le  symbole  (- j  est  celui   de  la   théorie   des    résidus  quadratiques 

étendu  au  cas  où  les  nombres />  et  ly  sont  composés  et  premiers  entre 
eux,  ç  étant  impair,  et  les  deux  termes  du  symbole  pouvant  être  po- 
sitifs ou  négatifs.  Toutefois  il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  s'ils  sont  tous 
deux  négatifs,  la  loi  de  réciprocité  n'est  plus  applicable;  mais  il  est 
toujours  facile  de  transformer  le  symbole  en  un  autre  dans  lequel  un 
des  termes  seulement  serait  négatif,  ou  mieux  encore  en  un  autre  dont 
les  deux  termes  seraient  positifs. 

On  a  encore  l;i  transformation  du  premier  degré  avec  la  relation 

(9)  ps-qr=-i. 
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Alors,  au  lieu  de  l'équation  (3),  il  vient  l'équation 


'3  bis] 


—  I  2m{;  —  cn-m -w'I 

v/r  ■ 

r  .  /. n  i  ;  n  ,  j 

I  jmu  — Ci  +  m'n'  I 


et  il  faut,  dans  les  formules  (4),  (4  bis),  (6),  (6  èw),  {7),  (8),  changer 
r,  j',  {}'  en  —  r,  —  .9,  —  D'. 

Le  cas  de  /;j  —  qr  =^  \  correspond  aux  fonctions  0  et  le  cas  de 
/M'  —  qi-  =  —  I  correspond  aux  fonctions  &  de  Jacobi. 

Les  formules  précédentes  donnent  la  somme  de  la  série 


--S 


f  =  0 

au  moyen  de  la  formule 

(m)  U=V'7^' 

la  quantité  s  étant  déterminée  par  les  formules  (7),  dans  lesquelles  on 
change  R  en  —  K  et  lyen  —  q,  les  nombres  /et  s  étant  une  des  solutions 
de  l'équation  ps  —  qr=  1,  et  les  nombres  donnés  p  et  q  étant  premiers 
entre  eux.  Si  l'on  représente  la  série  (ro)  par  la  formule 


la)  ^  Z    ^  ' 


f=0 


on  dira  que  la  somme  est  donnée  par  la  formule  (11)  quand,  p  et  «y 
étant  premiers  entre  eux,  les  nombres  m  etpq  sont  de  même  parité. 
Lorsqu'on  fait  K  =  o,  on  a  la  série 


e  =  ,/-i 


(.3)  U=^e--^''^V 

dont  la  somme  a  été  donnée  par  M.  Hermite,  dans  le  Mémoire  cite, 
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sans  démonstration .  Lorsqu'on  y  suppose  p  pair,  celte  série  se  confond 
avec  celle  de  Gauss 


>4)  U=  ^ 


f=0 


où  l'on  suppose  //  et  r/  premiers  entre  eux  (attendu  que,  si  ces  nombres 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur,  ce  cas  se  ramène  immédiatement 
à  celui  dont  il  est  question).  Elle  ne  comprend  une  série  nouvelle  que 
dans  le  cas  de  p  impair;  on  peut  l'écrire  alors 

(i5)  U  —  I  -  fi"^  +  e' ~  —  .  .  .ie''"'"^, 

le  signe  +  étant  relatif  au  cas  de  (j  impair,  et  le  signe  —  au  cas  de 
q  pair.  Lorsque  dans  la  série  (10)  on  suppose  p  pair,  il  faut,  d'après  les 
conditions  énoncées,  supposer  q  impair,  tandis  que  celte  condition 
n'est  point  nécessaire  pour  la  série  (i3).  A  ce  point  de  vue,  la  série  (10) 
ne  comprend  donc  pas  complètement  la  série  de  M,  Ilermite  et  par 
suitecelle  deGauss.  Lorsque^  est  impair,  la  série  (10)  ou,  cequi  revient 
au  même,  la  série  (la),  comprend  bien  la  série  (i5)  considérée  par 
M.  Hei'mile;  mais,  les  nombres  m  et /j^  n'étant  pas  nécessairement  de 
même  parité,  on  ne  peut  pas  toujours  employer  la  solution  de  la  for- 
mule (11). 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  (t.  XII),  Lebesgue  a  introduit 
une  nouvelle  série  de  ce  genre 

p  =  0 

dans  laquelle  il  suppose  h  et  q  premiers  entre  eux.  Ce  n'est  un  cas 
particulier  de  la  série  (10)  que  lorsque  p  est  pair  ou  q  impair. 

D'ailleurs  les  séries  de  Lebesgue  ou  de  M.  Hermite  se  déduisent  avec 
facilité  de  la  série  de  Gauss.  Je  détermine  les  unes  et  les  autres  par 
des  formules  analogues  à  celles  que  M.  Hermite  a  employées  pour 
exprimer  la  série  (i 3).  (Voir  §  V.) 

La  série  nouvelle  que  j'examine  est  donc  à  la  lois  plus  et  moins 
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générale  que  celles  dont  il  vient  d'être  question.  Mais  elle  ne  s'y  ramène 
que  par  une  marche  bien  différente  et  qui  est  liée  étroitement  à  la 
transformation  du  premier  degré  des  fonctions  intermédiaires  du  pre- 
mier ordre.  Elle  échappe  à  cette  analyse  quand  les  nombres  m  et  pq 
(le  la  formule  (12)  ne  sont  pas  de  même  parité;  il  .semble  que  la  solu- 
tion dépend  alors  de  la  transformation  de  degré  supérieur.  Si  cette 
restriction,  que  les  nombres  m  et  pcj  doivent  être  de  même  parité,  pou- 
vait être  écartée,  la  série  (10)  comprendrait  toutes  les  séries  examinées 
antérieurement. 

Je  passe  à  la  démonstration  des  différentes  formvdes  ci-dessus. 

II.   Une  fonction  intertnédiaire,  ayant  été  représentée ,  abstraction 
faiie  d'un  facteur  constant,  par  la  formule 

(17)  J[z)  =6"""-  -='*-•'    \    e" 


«/ = — 00 


peut  aussi  être  représentée  d'une  manière  analogue  en  se  servant 
d'autres  périodes  déterminées  par  les  équations  (1)  et  (2);  et  elle 
s'exprime  alors,  toujours  abstraction  faite  du  facteur  constant,  par 

(.8)  f{z)  =  e-(-^-...)^;ïr'— c,.„,.n_ 

Il  est  facile  en  effet  de  voir  que  la  partie  imaginaire  du  rapport  —  étant 

positive,  ce  qui  est  la  condition  pour  que  la  première  série  soit  cou- 

,  .....  a' 

vergentc ,    la  partie    iiiiaguiaire    du   rapport  —  est  aussi   positive   si 

ps  —  qr  =  I,  ce  qui  rend  la  deuxième  série  aussi  convergente.  C'est  le 
contraire  qui  a  lieu,  si  ps  —  /jr  =  —  i;  et  c'est  pour  cela  que  dans  l'équa- 

tion  (3  bis)  le  rapport  '-—  est  remplacé  par  le  rapport  —  — •  Sous  le  bé- 
néfice de  celte  observation  et  des  indications  données  au  §  I,  nous 
n'aurons  pas  à  revenir  sur  la  transformation  relative  au  cas  de 
ps  —  qr  =  —  1. 

La  première  question  à  résoudre  est  de  trouver  des  relalions  entre 
les  constantes  a,  h,  c  et  A,  B,  C,  pour  que  les  deux  formules  (17) 
et  (18)  soient  identiques,  abstraction  faite  du  facteur  constant. 

Journ.  de  Math,  {y  sorie),  lome  VI.  —  Jiin  1880.  20 
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Oi)   sait  que   toute  fonction  intermédiaire  satisfait  à  des  relations 
telles  que 

pourvu  qu'on  ait  entre  les  quantités  a  et  a'  la  relation 

n  étant  un  nombre  entier  désignant  l'ordre  de  la  fonction.  Dans  le  cas 
actuel,  la  fonction  est  du  premier  ordre,  et  l'on  a  ?;  ^  i.  Il  s'agit  de 
former  ces  relations  pour  les  formules  (17)  et  (18) 

En  remplaçant,  dans  la  formule (17),  rpar  r  +  O,  elle  devient 


f{z  +  û  ;  =  e^'[«(J+n)'-26(z+n)]yg.. 


—  [2  ;«  f  c  —  f  1  +  2  mp  u  -4-  2  ;«(/  w'  +  m- 


Oii   |)eut,    dans   la   quantité  sous   le  signe  l  qui  a   pour  facteur—? 

faire  abstraction  de  smpw,  car,  quel  que  soit  m,  on  a  e-"'~'  =  i .  Cette 
expression  peut  ensuite  s'écrire 

2{m  -\-  (•/)(  2  —  f)  H-  (m  -t-  <7)-w'  —  -iq.z  —  c)  —  q-w'. 

I^our  former  la  série,  il  faut  donner  à  m  toutes  les  valeurs  entières  de- 
puis —  ac  jusqu'à  +CC  ;  on  obtient  évidemment  le  même  résultat  eu 
donnant  ces  valeurs  entières  à  m  -f  q.  Le  1  de  la  formule  précédente 
peut  donc  èlre  remplacé  par 

—  —  l2(/(3-f)  +  ^'u'|^    —  i2m\z—c)  +  m'i^l 

On  en  conclut  que  la  fonction/(z)  satisfait  à  la  relation 

qui  est  relative  à  la  période  û.  Elle  satisfait  de  même  à  la  relation 

qui  est  relative  à  la  période  il' . 
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On  trouve  plus  facilement  encore  les  deux  relations  rel  itives  à  !m 
f'ornnilc  (i8), 

La  comjjaraison  des  relations  précédentes  conduit  aux  équations 
suivantes,  qui,  en  y  ajoutant  les  équations  (.^),  vont  servir  à  la  déter- 
mination des  quantités  A,  B,  C  : 

(iq)  AO  =  rti)-^, 

(20)  AD'-- =«i2'-  -, 

(21)  An-+  2BÛ  =  rtli-  +  ibil  —  q-~  +  2(1-  +  2K, 

(21)      kir  --  -H  2Bl>'-h9. -^-  =  r/iy-  +  2Ai2'  -  J^-+  2s''-~  +  2  H. 

Il  y  a  quatre  équations  et  trois  inconnues;  les  relations  (5)  met- 
tent de  suite  en  évidence  l'identité  des  équations  (19)  et  (20). 

Substituant  la  valeur  de  A  tirée  de  l'tquation  (ig)  dans  l'équation 
(21),  puis  cette  même  valeur  de  A  tirée  de  l'équation  (20)  dans  l'équa- 
tion (22),  les  trois  équations  sont  remplacées  par 


(4)  «-^  =  ;^' 

-  —  -t-  2Bl>  =  2^1»  -  q-  -  -i-  20-  +  2R, 

M  '        01  '    W 

1-  2Bl>'-f-  2-  =  2/;12'—  5- h  25-  +  2H. 

W  li  OJ  11 

Les  deux  dernières  deviennent  ensuite,  par  des  transformations  faciles, 

(4)  .(.-A)-W.-B  =  -^^^, 

2(Z'-B)iy=  -5r-f-2-- 25--2H. 

^  '  il  w 
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En  substituaiU  dans  cette  dernière  la  valeur  de  c  déduite  de  la  précé- 
deiile,  on  a 


C(a-  A]  +  h-B 

'  lia 


puis,  retranchant  celle-ci  de  la  dernière  des  équations  numérotées  (4), 


11' 


(4)  <^"  —  <"'  =  —  [sr  -\-  2H)  -  +  f;77  -f-  2  K)  — 


2 


Les  trois  équations  précédentes,  cjui  portent  le  n°(4),  sont  celles  de 
même  numéro  du  §  I. 

Quantaux  équations  (4  his)^  (6)  et  (6  his)^\\  semble  que  ce  que  l'on 
a  déjà  dit  au  §  1  suffit.  Mais  leiu"  forme  pourrait  faire  croire  que  les 
nombres  h  et  k  ou  bien  H  et  Iv  qu'elles  déterminent  peuvent  ne  pas 
être  entiers,  ce  qui  serait  un  résultat  absurde.  Il  est  facile  de  voir,  en 
écri\ant 

—  ili  =■       2/J H  —  2 /'K  +  pr'\  s  ~  q  —  1  ) , 

—  ik  =  —  2(yil  ^  2jK  -I-  s(i  p  —  /■ 


/' 


que  les  nombres  entiers  pi' s  —  y  —  i;  et  qs'\p  —  r  ~  \)  sont  toujours 
divisibles  par  2,  et  qu'il  en  est  par  suite  de  même  des  premiers  membres 
de  ces  équations.  En  effet,  d'après  la  relation /^i'  —  yr  =  i ,  on  ne  peut 
faire  que  les  six  suppositions  suivantes  : 

/'  pair *',  ?,  '  impairs, 

i'  pair !'■<  'h  ''  impairs, 

p,  s  pairs rj,  r  impairs, 

q  pair /^,  .?,  /■  impairs, 

r  pair p,  ^,  <l  imi)airs, 

q,  r  pairs p,  s  impairs, 


t  clans  tous  les  cas  les  nombres  dont  il  s'agit  sont  pairs. 


III.  Si  l'on  rétablit  maintenant  le  facteur  constant  dont  il  a  été  fait 
abstraction,  il  faut,  pour  achever  de  résoudre  le  problème,  le  déter- 
miner de  manière  que  l'équation 
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soit  identique.  L'idée   qui   se   présente  immédiatement   est  de  taire 
z  =  o,  et  il  vient 


\     —  (-2WiC-i-m"S!')  Sjf C,  ii,  il') 


Mais,  si  cette  solution  se  présente  immédiatement,  elle  n'est  pas  la 
plus  simple. 

M.  Hermite détermine  cette  constante  par  l'analyse  remarquable  qui 
suit,  et  qu'il  est  indispensable  de  répéter,  soit  à  cause  des  différences 
de  notations,  soit  à  cause  du  point  de  vue  plus  général  où  nous  nous 
sommes  placés,  soit  enfin  à  cause  de  quelques  détails.  11  y  a  ileux  cas 

à  distinguer,  selon  que  la  partie  imaginaire  de  ---  ou  de  a  —  A,  ce  qui 

est  la  même  chose,  est  positive  ou  négative.  Nous  considérons  le  pre- 
mier cas. 

Après  avoir  divisé  l'équation  ci-dessus  |)ar  le  facteur  g'^'O^^'+Br)^  nous 
posons 

(23)      'f  (z,  m)  =  (a  —  A)  z-  +  2  (6  —  B  +  —  )  z  —  ^-^  -t-  m-  —, 


et  elle  devient 

(24)  ^...m-o^T^e^'^"'""''^"""'. 

Il  est  facile  d'établir  la  relation 

(aS)  cf{z-Jr  ni'l,m)^^'D(z^in -^  nq)     (iiiod.  2). 

En  changeant  dans  (28)  z  en  z  -f-  i^  et  m  en  m  -f-  (/,  on  a  les  deux  rela- 
tions 

r^{z  +  iXm)  =  [a  — k){z  +  Q.f 

I,         „        m\,  .         i,mc  ,  w' 

-+-  2    6  —  B  +  -    (z  +  12 h  m---, 

\  ^  I  tù  b> 

f(z,  m -h  (/)  ^=  {n — \)z^ 

+  2    6  —  P)  H z ! '-^  +.  .1)1  +  qY—: 
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en  les  retranchant  l'une  de  l'aulre  et  faisant  quelques  réductions,  il 

vient 

9(s  +  0,  m)  —  9(z,  m  +  cj)  =  2K  -f-  2W/J. 

On  passe  facilement  de  là  à  la  relation  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Cela  posé,  après  l'avoir  multipliée  par  r/z,  intégrons  les  deux  membres 
de  l'équation  (24)  suivant  la  ligne  droite  qui  va  de  zéro  à  Ù.  En  ce  qui 
concerne  le  second  membre  ,  l'intégration  d'un  terme  quelconque 
donne 

/"    —[iml:,—C-  +  m'a-\     ,  ii  —[-imC+m'ir] 

lin -Kl  ^ 

et  l'on  voit  ainsi  que  chacun  de  ces  termes  est  nul,  sauf  le  cas  où  m  est 
égal  à  zéro.  Quant  à  ce  terme  que  l'on  obtient  en  faisant  ni  =  o,  son 
intégrale  est  égale  à  il.  Inéquation  (24)  conduit  ainsi  à 

(26)  Ti1=  I    ciz    \    e'^'ît^.'"'. 

tn  =  —  ^ 

Si  ry  est  positif,  à  la  place  de  celle-ci  on  peut  écrire 
TLl  = 
et  à  cause  de  la  relation  [25] 


il  =  I   (h\     V  e™?'*'-"*' -{-    V  e"'i^'"''"^'' -h  . . . -t-    V  e"'r'*'"*^?""''  I 


(27)        Ti2=  r  clz\     y  «-'?;-- '"".o_f_  y   e'^'?:^w,n,i)_^_     _^    V  g-,>{.- .««,7- , > 

Mais,  si  q  est  négatif,  en  remplaçant  q  par  —  ry,  cette  relation  (aS)  ile- 

vient 

Ç3(z,  »2  —  nq)^o{z  ~\-  /i il,  m)     (mod.    2), 

et  à  la  place  de  (26)  il  faut  écrire 
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d'où  résulte  encore  la  formule  (27).  Dans  les  deux  cas  on  peut  donc 
poser 


=  7-1     ,.= 


(28)  Tl>=    y      s     f  e^'>;^-''"-?'rfz, 


f  =  0       «:=:- 


pourvu  que  dans  la  limite  supérieure  du  premier  i  l'on  ait  soin   de 
prendre  q  avec  sa  valeur  absolue. 

Posons  actuellement  r.  -i-  nfl  =  r,  il  vient 


et  enfin 


(29)  TP.=    2   f  e-'-^ 

!  =  0  " 

L'intégrale  qui  entre  dans  cette  formide  a  la  forme 

etestégaleà  \/-f       *"?  même  dans  le  cas  où  les  constantes  sont  inia- 

i^'inaires,  pourvu  que  la  partie  réelle  de  a  soit  positive,  ainsi  que  l'a 
démontré  Cauchy  [Exercices  de  Mathématiques,  t.  II).  Dans  le  cas 
actuel,  pour  comparer  plus  facilement  à  la  formule  que  nous  venons 


pT.i[mz'-+i,z^P)  ^^ 


V        i  m  . 
c 


sl~ 


la  partie  réelle  de  —  in-i  étant  positive.  Or,  d'après  (2'5),  on  a 
m  =^  a  —  A,  et  nous  considérons  le  cas  où  la  partie  imaginaire  de 
a  —  \  est  positive;  par  conséquent,  la  formule  ci-dessns  est  a|i|ili- 
cable. 
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Eli  remplaçant  m  par  o  d;ins  la  formule  (23),  on  a 


ff  lùC  ,  w  \  w 

P  -  7-  == +  {'' ^ ir- 

'  à  tu  w  '       0)  «  —  A 


qui  se  réduit,  en  tenant  compte  des  diverses  formules  relatives  à  la 
transformation,  à 

'         4'"  c/  —  A  '    \'  7    '        '     «7 

Ln  formide  (29)  devient  donc,  tons  calculs  faits, 

T  = 


/         (>     Zj 


pourvu  que,  dans  le  cas  de  q  négatif,  on  convienne  de  prendre,  d:uis 
la  limite  supérieure  du  1,  q  avec  sa  valeur  absolue.  De  là  on  passe 
immédiatement  à  l'équation  (3)  du  §  I, 


(3) 

en  posant 


l2?H(,c  — C'  +  m-û'l 


SI—  "1 


u=2''"'*^ 


K\ -,_,..'='■ 


C'est,  sauf  la  convention  relative  au  cas  où  «y  est  iiégalif,  la  série  (10) 
du  §1.  On  va  voir  qu'elle  se  ramené  à  la  série  de  M.  Hermile. 

IV.  Le  nombre  K  que  nous  avons  introduit  dans  cette  analyse  est 
arbitraire,  ainsi  que  le  nombre  H.   On  a  liue  transformation  particu- 
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lière  en  faisant  R  =  o  et  H  =  o.  Désignons  par  B',  C,  i'  ce  que  de- 
viennent les  quantités  B,  C,  s  qui  sont  les  seules  qui  changent  avec 
les  valeurs  de  H  et  K;  la  transformation  correspondante  est  donnée 
par  les  formules 

a  a' 

c  —  C  =  —  sr — \-pq  —■> 

^  '  2  il 

E  =     :     y     e  'I  , 

■ — iq     ^mt 


f  — 

V'u  ^  \/a  ^ 


f  =  0 

-   [2miî  — C  f-Hm'ii' 


Quand  H  et  K  ne  sont  pas  nuls,  les  formules  de  transformation  sont 
les  formules  (3)  et  (4)  du  §  I  auxquelles  il  faut  ajouter 

a  =  -i=    y    gK^-T)'  —  - 

Or,  en  comparant  ces  formules  aux  précédentes,  on  a 

B'=B-|,     C'=C-H£!  +  Ki^'; 

d'où  il  résulte,  en  substituant  et  désignant,  pour  abréger,  par  /(z)  le 
premier  membre  de  l'équalion  (3),  qui  est  en  même  temps  le  premier 
membre  de  l'équation  ci-dessus. 


,<,=^.["-<-i.=-^]2.- 


mil  — C-t-IIQ— KQ  n-mîn'l 

_g  ^         -     "  """     -'  y  e" 


Par  une  transformation  facile  et  analogue  à  celle  qui  a  été  employée 
pour  les  formules  (17)  et  (18),  cette  équation  peut  être  remplacée  par 
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la  siiivanli 


En  comparant  à  l'équation  (3),  on  en  déduit,  après  avoir  remplacé  s  et 
i'  par  leurs  valeurs, 


(1=0 


Le  premier  membre  ne  contenant  que  les  nombres  entiers  /^  </,  K, 
il  est  clair  que  le  facteur  exponentiel  du  second  membre  ne  peut  con- 
tenir que  ces  nombres  ou  des  nombres  qui  en  dépendent.  C'est  ce  qui 
se  vérifie  facilement  au  moyen  des  formules  (4)  et  (4  bis);  et  il  en  ré- 
sulte 

(3o)  \   '^  '  =e       ^  'i>        Ne'  V  . 

f=0  p=o 

La  série  du  premier  membre,  qui  est  la  série  (lo),  est  ainsi  exprimée 
par  celle  du  second  membre,  qui  est  celle  de  M.  Hermite.  Quant  aux 
nombres  ;■  et  s  introduits  dans  le  second  membre,  ils  sont  toujours 
liés  à  ceux  du  premier  membre  par  l'équation  ps  —  qr  =  \;  et  il  est 
facile  de  voir,  ce  qui  doit  être,  qu'une  solution  quelconque  de  cette 
équation  ne  cbange  pas  ce  second  membre.  Seulement  il  faut  remarquer 
que  dans  la  nouvelle  série  les  nombres/;  et  q  sont  premiers  entre  eux, 
tandis  que  dans  la  série  de  M.  Hermite  considérée  en  elle-même,  indé- 
pendamment de  la  question  actuelle,  il  n'en  est  pas  de  même. 
Il  reste  à  évaluer  celte  dernière  série. 

V.  Nous  rappelons  d'abord  les  formules  suivantes  données  par  Le- 
besgue  dans  le  Mémoire  cité,  pour  exprimer  la  série  de  Gauss  : 

!  =  '!->         ,J^ 


V=     >    e 


f  =  0 
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en  supposant  h  et  q  premiers  cnlie  enx, 

r/   imp.'iir,  V  =  e*  ''    '    (~)v7' 


(3il 


9  =  2/5,  Y  ^=  o, 


Pour  relrouver  les  formules  de  M.  Hermite,  il  faut  leur  donner  une 
autre  forme. 

En  considérant  le  facteur 

I  4-  (—  i)    '    /  =  n-  e  ^   , 

l'élevant  au  carré,  puis  faisant  l'opération  inverse,  ou  trouve 

i -\- e  '    =  zh  v/ae   '    =  nz  ya    cos -r- +  ;  sin  V- 

\        4  4 

S'ih^^±.i  (mod.  8),  on  a 

/iS  I 

COS  -f-  —  --l 

4       \li 
si  /i/3EEEdz  3  (mod.  8),  on  a 

Ap  _  __   I 

V 

Il  en  résulte  que  dans  le  premier  cas 


cos  ,    — 

4  i/2 


li'f-i  _     hf.-i 

et  dans  le  second 

i  -{-  e   '    =  —  y/ae   *    . 

Oi-  il  est  facile  de  vérifier  que  dans  le  premier  cas  on  a  la  congruence 
/,p  _,  ^  51^:^12:     (mod.  8), 
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tandis  que  dans  le  second  cas  on  a  la  congruence 


A/3-i  = 


(mod.  4), 


sans  que  la  première  congruence  soit  satisfaite.  On  a  donc  dans  les 
deux  cas 

(Sa)  i  +  e  ^    :=z^J■le^  L'       '     J, 

et  les  formules  (3i)  deviennent 


(33) 


q  impair 

q^2^,  V  =  o, 


7  =  2=«/3,         Y  =  e~-  '  -1      1^27, 


7  =  2="+'/3,      V  =  e' 


'^(^)v-/- 


Si  h  et  q  n'étaient  pas  premiers  entre  eux,  on  poserait,  en  appelant  d 
leur  plus  grand  commun  diviseur, 


et  1  on  aurait 


//  :=  dh\      q  =  dq'. 


V 


=<;  ^  /^, 


p  =  o 


ce  qui  ramènerait  aux  formules  précédentes. 

Celles-ci  conduisent  à  exprimer  la  série  de  Lebesgue 


f=l_-'  .» 


p^  +  p   a  /i  1: î 
'/ 


T  =  e    >    e  ^      '/ 
par  les  formules  suivantes  : 

q  pair,  T  =  o, 

Aimpair,     T  =  e    -'/ e^  L  .  (    )v9» 

/ipair,         r  =  e   *'/e«  (r)^7) 


(34) 


7  impair, 
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h  et  q  sont  encore  premiers  entre  eux,  et  s'ils  ne  l'étaient  pas,  en  dési- 
gnant par  d\euT  plus  grand  coainiun  diviseur,  on  aurait  comme  pré- 
cédemment 

T:  =  d   \    e  ^     'I   . 

Soit  d'abord  q  pair,  et  posons  q  =  2'|3,  /3  étant  impair.  En  considé- 
rant dans  la  série  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes,  savoir 

i'  +  f   ihxi  l;'^  — j>— ii'-t-2''3  —  p— I    ?.hr.i 

on  voit  que  ces  deux  termes  sont  égaux  et  de  signe  contraire.  D'où 
T  =  o;  c'est  la  première  des  formules  (34). 

Soit  q  impair;  on  peut  supposer  h  pair  ou  impair.  Considérons  en 
premier  lieu  le  cas  de  h  impair.  On  démontre  facilement  la  formule 

\     é    "'i  :=     Ne    "'  -he"'      \    <^  '      ''  . 

f=^0  p  =  0  p  =  0 

en  divisant  la  somme  du  premier  membre  en  deux  autres,  dont  l'une 
correspond  aux  valeurs  paires  dep  et  l'autre  aux  valeurs  impaires  La 
seconde  partie  du  second  tnembre  peut  ensuite  être  partagée  comme  il 
suit  : 

0  =  2(3  —  1  ,  p  =  2fl  — l  ,      . 

■^^  ^^  (p-t-2(7l' 

e  '■'  , 


2  ^•'--  l 


et,  en  développant  (j5  -i-  2q)-  =  p-  +  l{q  p  -+-  47",  on  s'aperçoit  que  ces  deux 
sommes  sont  égales  et  par  suite  nulles,  puisque  la  première  est  nulle 
en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (33).  La  seconde  partie  du  second 
membre  se  partage  de  mémo  en  quatre  sommes  que  l'on  reconnaît  être 
égales  entre  elles,  et  l'on  a,  par  suite,  la  formule  réduite 

,      .  p:=8/7  — 1  , 


4e"/ T=    y    e'  ■'/   ; 
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d'où,  en  employant  la  quatrième  des  formules  (33),  on  déduit  la  se- 
conde des  formules  (34). 

Lorsque  h  est  pair,  on  peut  poser  h  =  2'^ p.  On  emploie  la  formule 

qui  se  démontre  comme  il  a  été  dit  précédemment,  et  que  l'on  réduit 
de  même  à  la  suivante 

(35)      -    \     e     "'1    =    \    e     '/    -he     1        \  ^  '        '     • 

f=0  !.  =  0  f  =  0 

Si  a  =  1 ,  et  par  suite  h  =  2p,  il  vient  par  les  formules  (33) 
puis  par  la  formule  (32) 


C'est  la  troisième  des  formules  (35)  quand  on  ramène  le  symbole  (-) 
au  symbole  (  -  |>  Si  «  =  2,  et  par  suite  h  =  4^,  dans  le  premier  membre 

de  la  formule  (35),  la  fraction     f  "'  se  réduit  à  - — — ' ,  les  deux  termes 

(le  la  fraction  étant  divisés  par  2;  il  en  résulte  que  ce  premier  membre 
est  égal  à 


f  =  Sn  — 1 
f  =  0 


Il  reste  donc 


d'où  l'on  passe  immédiatement  à  la  troisième  des  formules  (34).  Si 


TRANSFORMATION    DES    FONCTIONS    0.  207 

«>  3,  le  premier  membre  de  (35)  se  réduit,  à  cause  du  diviseur  4»  à 


2    y    e 
et  il  vient 


■J^  ^. ..-,,=    /o-î, 


,-7 '/-"V^°  V\  n     ^-7 'I-'"  h'""p 


d'où  ion  déduit  encore  la  même  formule  en  remarquant  que 


7 

puis  ramenant  le  symbole  (-)  au  symbole  (- 

Revenons  maintenant  à  la  série  de  M.  Hermite,  et,  supposant  q  po- 
sitif, représentons-ki  par 


En  admettant  que  p  jHHit  élre  positif  ou  négatif,  tous  les  cas  sont 
compris  dans  cette  forme.  Quand  p  est  pair,  la  série  se  réduit  à  celle 
de  Gauss,  et  il  n'y  a  rien  à  examiner  de  nouveau  :  il  n'y  a  de  série 
nouvelle  que  pour  /;  impair.  Elle  s'exprime  par  les  formules 

I  7  impair,  U  =  e    * ''    '(^)v7- 

(36)    L=.-';3.      U  =  .^t-— ^^^^^-^^^^J^lj^^. 

Si  7  est  impair,  on  pose 

p  =  mq  -\-  2T1, 
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m  étant  nécessairement  impair.  La  série  U  devient 

f  =  0 

Les  règles  relatives  au  calcul  des  symboles  font  voir  que 

Mais  de  la  congruence  zn^p  (mod.  q)  il  résulte 

faisant  ensuite  les  substitutions  convenables,  on  trouve  la  première 
des  formules  (36). 

Soient  maintenant  q  pair  et  ^  =  2'^fti;  en  réunissant,  ainsi  qu'on  l'a 
fait  déjà,  les  termes  positifs  qui  correspondent  aux  valeurs  paires  de  p 
et  les  termes  négatifs  qui  correspondent  aux  valeurs  inipairos,  on  a 

f  =  2'*~'P—  1  ipT.i  pr.i     J=2*~'?-I        ft-i-,      f/JT.i 


;37)       u=  ^ 


f    .,«. 1.  _aj  X  ^         r.«— 


P=o  f— 0 


chacune  des  séries  dont  se  compose  la  série  U  étant  déterminée  par  les 
séries  V  et  T.  A  cause  du  plus  grand  commun  diviseur  1,  la  seconde 
somme,  abstraction  faite  du  facteur,  est  égale  à 


(=2-     'p-i       ^i-)-3     a/>ri 

-^      ^      e'    '--\ 

f  =  0 


et,  en  admettant  «  >  2,  cette  série  est  nulle,  de  sorte  que  l'on  a  sim- 
plement 

U=      l      e'-'. 
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série  dont  la  somme  a  été  donnée  précédemment.  Si  a=  in+  i,  sa 
valeur  est  déterminée  par  la  troisième  des  formules  (33);  si  a  =  2«, 
elle   est  déterminée  par  la  quatrième.  On  obtient  ainsi  les  formules 

~i 

données  par  M.  Hermite.  En  y  introduisant  le  facteur  c   *     ,  qui  est 

égal  à  l'unité,  puisque  y  est   au   moins  égal   à   2,  on  a  la  deuxième 

et  la  troisième  des  formule'^  (36). 

Reste  à  démontrer  les  deux  cas  d'exception  a=  2,  a  =  i  ;  et  c'est 
précisément  pour  obtenir,  dans  ces  deux  cas,  les  mêmes  formules  que 

nous  avons  introduit  le  racleur  e 

Si  a  =  2,  d  où  q  =  4/3?  l^i  première  série  du  second  membre  est  nulle, 
et  il  reste 

f  =  0 

qui  se  réduit,  à  causa  du  plus  grand  commun  diviseur  2,  à 

r-i  f"^'    f'+?  îp^i 


U  =  — 26 


Les  nombres  p  et  [-j  étant  tous  deux  impairs,  le  signe  —  peut  être 

remplacé  par  le  facteur  e      '    ,  et  l'on  retrouve  la  troisième  des  for- 
mules (36). 

Si  K  =  I,  d'où  (j  =  5  S,  on  a,  d'après  l«s  formules  (37),  (33)  et  (34), 


De  la  formule  (32  ,  en  changeant  p  en  — p,  on  déduit 

Journ.  de  ijach.  {'i'  liérie),  tome  M.  —  Jun-  i?8o.  2^ 
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.  /  ?-■  /' »- ' 

puis,  en  remarquant  que  e      '    =  — e   " 

celte  dernière  conduit  immédiatement  à  la  seconde  des  formules  (36). 

VT.  Pour  obtenir  la  valeur  de  s,  qui  achève  de  réduire  à  une  iden- 
tité l'équation  (3),  il  faut  remonter  à  la  formule  (3o),  dont  le  premier 
membre  est  exprimé  par  la  série  U,  quand  on  y  change  p  en  — /j,  et  il 
faut,  en  outre,  diviser  U  par\/— /^.  Par  ce  changement,  les  for- 
mules (36^  deviennent  d'abord 


T\r'i  +  '+ 1 \  t  — />  \    I 


j)uis,    en    les    divisant    par   \' ~  iq  e[  rem|)laçant   le  symbole  (  ~^- 

par  e'  '        (  yji  il  vient,  tous  calculs  faits,  les  formules  ;  ■y). 

Ces  formules  supposent  </  positif,  tandis  que  dans  le  problème  de  la 
transformation  q  peut  être  négatif.  S'il  en  est  ainsi,  posons  q —  — q' . 
D'après  ce  qui  a  été  dit  k  la  fin  du  §  III,  la  série  U  doit  être  remplacée 
par  la  série 


à  la  place  de  la  formule  (3o),  on  a 

"^  ■Al -\T.t  +  !.-'. K.,  ',  4-i,-|-_      r         -^ 


y   eH'-yl--^^=-^/\'^'-.7J-  y    ^-f'- 
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et  dans  les  formules  (36)  il  faut  simplement  changer  (y  en  q' ;  au  lieu 
de  diviser  par  \  —  /V/ ,  il  faut  diviser  par  \^,  et  l'on  obtient,  en  résumé, 
en  remarquant  que 

à  la  place  des  formules  (7),  les  formules 


^_K,(,-,.-)..^_[-,,^ J^^^^ 

Si  l'on  y  change  ^  en  —  q\  à  cause  de 

(^)  =  (f)- 

elles  se  réduisent  aux  formules  (■7);  et  ainsi  il  n'est  pas  nécessaire  de 
distinguer  le  cas  de  q  positif  du  cas  de  q  négatif. 

VII.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  partie  imaginaire  de  — 

'  °  0)11 

est  négative.  Au  lieu  de  l'équation  (3),  nous  poserons 

T:ilA:--l-2Bc-V^     -l2»«  ;  — C  T-mîQ')  ='       -i\az'-^ibz  —  '-^ — ^1  V^     —:•/«.--■       ./j:».-] 

"  _ — o     L  A-,,j  X  .  ■ 


...^^.. 


eu  considérant  les  périodes  0,D'  comme  les  périodes  primitives.  Alors, 
en  opérant  comme  précédemment,  il  y  aura  dans  le  premier  membre 

la  quantité  A  —  a,  c'est-à-dire  la  quantité-^  changée  de  signe;  toiis 

les  calculs  du  §  III  deviennent  applicables,  et  il  n'y  a  qu'à  changer, 
ainsi  qu'on  l'a  dit  au  §  I,  les  quantités 

w,   o/,  p,  7,  r,  s,  (7,  b,  c,   II,   /v, 
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dans  les  quantités 

0,  9J,  s,    -q~i\  p,   A,   B,   C,   H,   K. 

La  quanlilé  s'  se  trouve  déterminée  par  le  même  changement,  et  l'oi 
a,  à  la  place  des  formules  (7), 

.'  =  .    "^  .'     e     ^    (— ], 


e      '    .       ■''     e' 


Or, de/;j— (//■=:  i,c'est-à-diredelacongruencey55^s  i(niod.  i^ou  inod.^\ 
on  déduit 


Posant  alors  £  =  -,»  pour  revenir  à  l'équation  (3j,   on  trouve  les  for- 
mules (8). 

VllI.  Nous  avons  supposé  les  nombres/?,  /i,  H,K  arbitraires  et  liés 
par  les  équations  (6)  et  (6  bis).  La  détermination  de  ces  nombres  peut 
se  faire  en  précisant  les  valeurs  des  quantités  c  et  C  introduites  dans  les 
expressions  des  fonctions  intermédiaires. 

D'abord,  dans  toute  fonction  intermédiaire. 


--,     ,  T.  i[az*-\-ibz\  \  1     —[an 


T.  i[az*-^-i  bz]  \  1     ^[  jm  r(— c)  +  m'(o  ] 


on  peut  considérer  la  quantité  c  comme  compiise  dans  le  parallélo- 
gramme des  périodes  (w,  w').  Car  s'il  en  est  autrement,  c  étant  une 
quantité  coiîiprise  dans  le  parallélogramme,  h  et  A' des  nombres  entiers, 
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désignons  par  c  H- /?« -H  A'o/  la  quantité  correspondante  qui  entre 
dans  l'expression  de  la  fonction  intermédiaire;  celle-ci  est  définie  par 
la  formule 

J{z)  =  e  2^6" 

En  premier  lieu,  l'exponentielle  sous  le  signe  2  doit  être  réduite  à 

C  , 

puisque,  quel  que  soit  ?«,  on  a  é~'"'''"'=  i  ;  en  second  lieu,  la  quantité 
qui  a—  pour  coefficient  peut  s'écrire 

:i{in  —  k){z  —  c)+  (m—  j?:)-&j'+  2^(z  —  c)  —  k- 'ù  ; 

et  pour  former  la  série  il  faut  donner  à  m  des  valeurs  entières  depuis 
—  3c  jusqu'à  ^-  3D  ;  on  obtient  évidemment  le  même  résultat  en  don- 
nant ces  valeur»  entières  à  m  —  k.  Par  suite,  la  série  de  la  formule  pré- 


cédente est  égale  à 


!• 


\ini'Z—c\+in^  w'j-4-—  \2kiz  —  Cl  —  A'u] 


et  comme  nous  faisons  abstraction   d'un  facteiu-  constant    et  qu'on 


i2*r  +  <'u) 


peut  supposer  le  facteur  e   "  compris  dans  cette  constante,  ou 

a  en  résumé 

-  [3  m  -  — c  -i-tn-w  j 


p' 


Ainsi,  l'on  peut  toujours  supposer  que,  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (3),  la  quantitéc  est  comprise  dans  le  parallélogramme(w,  o/i. 
La  troisième  des  équations  (i)  peut  s'écrire 

C  =  c  +  Jr -  -  07  -  -4-  H Ù  -  Kiy, 
2      '  '  2 

et  elle  montre  immédiatement  qu'on  peut  déterminer'  les  nombres  II 
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et  K  de  telle  sorte  que  la  quanliîé  C  soit  comprise  dans  le  parallélo- 
gramme (i>i>'). 

Considérant  la  transformation  inverse,  il  faut  supposer  que,  dans  le 
second  membre,  C  est  choisi  de  manière  à  être  compris  dans  le  paral- 
lélogramme (i^n'),  et  alors  on  comprend  c  dans  le  parallélogramme 
(ojrjj')  en  déterminant  convenablement  les  nombres  g  et  A. 
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Si/r  rétablissement  des  équations  données  par  M.  Rrsal 
pour  représenter  le  mouvement  d'une  conrhe  funiculaire 
plane  ; 

Par  m.  h.  LÉAUTÉ. 


Les  équalioiis  du  niouvemenl  d'une  courbe  fimicidaire  plane  oui 
été  données  par  M.  Rcsal  (  '  ),  qui,  désignant  par  a  l'angle  de  la  tan- 
gente avec  l'axe  des  x ,  par  u  et  p  les  composantes  normale  et  tan- 
gentielle  de  la  vitesse  V,  a  obtenu  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle 
puissent  se  ramener  les  trois  éqtuilions  aux  différences  partielles  simul- 
tanées qui  déterminent  a,  u  et  v  en  fonction  de  l'arc  s  et  du  temps  t. 

Après  avoir  établi  ces  équations,  M.  Resal,  dans  son  Traité  de  Mé- 
ca?iique  générale,  les  a  appliquées  au  cas  du  mouvement  lent  (-)  dune 
corde  dont  un  point  est  fixe. 

Celte  partie  de  la  démonstration  donne  lieu  à  une  difficulté  qui  m'a 
paru  réelle  et  qui  provient  de  ce  que  M.  Resal,  n'ayant  voulu  traiter 
que  le  cas  où  la  corde  est  très  voisine  de  la  ligne  droite,  ce  qui  résulte 
de  son  raisonnement  même,  n'a  pas  indiqué  explicitement  cette  res- 
triction. Et  comme  la  question  du  mouvement  des  courbes  funicu- 
laires est  d'une  sérieuse  importance,  tant  par  les  difficultés  matnéma- 
tiques  qu'elle  présente  que  par  les  applications  dont  elle  est  susceptible, 
comme  d'un  autre  côté  le  travail  de  M  Resal  sur  ce  sujet  est  aujour- 
d'hui devenu  classique,  il  est  utile  de  signaler  cette  difficulté. 

(')    Comptes  rendus  îles  séances  de  P Académie  des  Sciences. 
(')    Traité  de  Mécanique  générale,  t.  I,  )).  321. 
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J'aborderai  ensuite  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  afin  d'é- 
tablir les  équations  des  petites  oscillations  d'une  corde  inextensible 
dans  l'espace.  Les  formules  auxquelles  je  serai  conduit  n'ont  pas 
encore  été  obtenues,  je  crois;  elles  se  réduiront  à  celles  de  M.  Resal 
dans  le  cas  plus  simple  de  la  courbe  plane. 

Enfin  j'indiquerai  une  démonstration  directe  de  ce  dernier  cas  en 
me  servant  de  la  considération  des  mouvements  relatifs,  et  la  méthode 
suivie,  fout  en  ne  conduisant  naturellement  qu'à  des  résultats  déjà 
obtenus,  aura  du  moins  l'avantage  de  fournir  une  signification  clain- 
des  différents  termes  qui  composent  les  équations. 


1. 

Discussion  de  la  méthode  suivie  par  M.  Resal  pour  passer  du  cas 
du  mouvement  quelconque  dUine  courbe  funiculaire  plane  à  celui 
du  mouvement  très  lent. 

Si  l'on  considère  une  courbe  funiculaire  plane,  on  a  toujours,  aux 
termes  du  troisième  ordre  près,  et  dans  le  système  de  notations  précé- 
demment rappelé, 

/    \  .  '■''  dcn 

(')  T  ~  "  T  =  "^î 

^   '  ds  as 

équation   qui  exprime  l'invariabdité  de    longueur  d'un   élément  de 
corde. 

Ou  a  de  même 

,     \  du  da.         d-j. 

^     '  ds  ds  dt 

Cela  posé,  M.  Resal,  pour  le  cas  du  mouvement  très  lent,  fait  le 
raisonnement  qui  suit  :  «  Supposons  que  le  mouvement  soit  assez 
lent  pour  qu'on  puisse  négliger  les   termes  du  second  ordre  en  u, 

t',  --•  L'équation  (  i)  donne  — -  =  o,  et,  comme  un  point  de  la  corde  est 

fixe,  il  faut  que  ç»  —  o.  I/équaliou  (2)  devient 

du  dx 

ils  i,'l 
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Ce  raisonnement  suppose  implicitement  que  la  corde  s'ccarle  in- 
finiment peu  de  la   ligne  droite,  car  cette  condition   est  nécessaire 

pour  qu'on  puisse  affi ru; er  que  u~-  est  du  second  ordre  quand  //,  c 

et  -7^  sont  du  premier. 
dt  ' 

En  effet,  on  ne  concevrait  pas,  a  priori,  que  l'équation  (i),  qui  ex- 
prime simplement  l'inextensibilité  de  la  corde,  changeât  de  forme 
selon  que  le  mouvement  est  lent  ou  rapide.  On  voit,  au  contraire,  que 

u  —  ne  sera  du  second  ordre  que  lorsque  -r-'  sera  du  premier,  ce  qui 

nécessite  que  a  lui-même  soit  du  premier  ordre  ou,  si  l'on  veut,  que 
la  corde  reste  très  voisine  de  la  ligne  droite. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer  directement  que  v  ne  peut 
être  nui  que  dans  ce  cas. 

Pour  cela,  remarquons  que  la  quantité  v  représente  la  composante 
de  la  vitesse  suivant  la  tangente;  elle  ne  peut  donc  être  toujours  nulle 
que  si  les  deux  extrémités  A  et  B  de  l'élément  considéré  (  '  )  sont  venues 
en  A'  et  B'  sur  les  normales  AA'  et  BB'  à  la  corde  en  A  et  B.  Or,  si 
l'on  projette  B'  en  b'  sur  la  tangente  en  A  à  l'élément  AB,  la  lon- 
gueur S.b'  sera  égale  à  A'B',  c'est-à-dire  à  AB,  aux  termes  du  troisième 
ordre  près,  et,  par  suite,  B  sera  à  une  dislance  infiniment  petite  du 
troisième  ordre  de  la  droite  B'6'. 

Cela  exige  que  l'angle  BB'6'  soit  du  second  ordre,  c'esl-à-dire  que 
les  deux  normales  en  A  et  B  fassent  un  angle  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre.  Le  rayon  de  courbure  en  A  est  donc  infini,  et  l'élément 
AB  s'écarte  infiniment  peu  d'une  ligne  droite. 

Il  est  ainsi  démontré  que  l'équation 

dv 

n'est  rigoureuse  que  lorsque  la  corde  est  rectiligne  ou  lorsqu'il  s'agit 
d'un  point  d'inflexion;  elle  pourra  être  admise  comme  anprochée 
quand  l'arc  que  l'on  étudie  aura  un  rayon  de  courbure  regardé 
comme  grand  dans  l'ordre  d'approximation  que  l'on  considère. 

(',  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

Jouni.  de  Math.  (3"  série),  tome  VI.  —  Jiillet  18S0.  20 
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C'est  ainsi,  par  exemple,  que,  dans  le  cas  des  câbles  d'extraction 
employés  dans  les  puits  de  mine  pour  l'enlèvement  des  bennes,  l'é- 
cpiation  dont  il  s'agit  sera  évidemment  applicable. 


II. 

Equations  des  petites  oscillations  dans  le  cas  du  mouvement  d'une 
corde  dans  l'espace. 

Pour  établir  les  équations  des  petites  oscillations  d'une  corde,  nous 
nous  placerons  dans  le  cas  le  plus  général,  c'est-à-dire  que,  au  lieu 
d'étudier  simplement  les  petits  mouvements  en  supposant  la  corde 
primitivement  au  repos  écartée  ensuite  de  sa  position  d'équilibre, 
nous  examinerons  les  petites  oscillations  qu'elle  p^ut  présenter  lors- 
qu'elle était  tout  d'abord  animée  d'un  mouvement  permanent  de  vi- 
tesse quelconque. 

Le  problème  ainsi  traité  aur.i  non  seulement  une  généralité  plus 
grande,  mais  stu-Iout  une  ini|)ortauce  praticpie  plus  considérable, 
puisque  ce  sera  l.i  question  même  des  câbles  télodynamiques  qui  sera 
ainsi  résolue. 

Désignons  par  x,  y,  z,  p.,  T  les  coordonnées  rectangulaires  d'un- 
point  de  la  corde  et  la  tension  en  ce  point,  p.  étant  la  masse  de  l'unité 
de  longueur,  par  X,  Y,  Z  les  comi)osantes  de  la  force  extérieure  sur 
l'unité  de  masse,  et  par  s  et  t  les  deux  variables  indépendantes  qui 
représentent  la  longueur  d'arc  et  le  temps. 

On  sait  que  les  équations  générales  du  mouvement  sont 


cli'  ■     ds  \      ds  ) 

'i\r  _  Y  -+-  —  fj  — 


dt^  '     ds  \      ds 

d'z  „  d   /       dz 


de'  ds  \       ds 


avec  la  conditiiu 

w  (S)'-(l)'-(Si  =  ' 

qui  exprime  l'niextensibilité  de  la  corde. 
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Nous  supposerons,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  que  le  mouve- 
inent  permanent  soit  tout  d'abord  réalisé,  et  nous  désignerons  parV  la 
vitesse  correspondante,  qui,  ainsi  que  nous  J'avons  démontré  dans  un 
autre  travail  ('),  est  alors  la  même  en  tous  les  points  et  est  indépen- 
dante du  temps;  puis  nous  imaginerons  que  l'on  écarte  légèrement 
la  corde  de  celte  position,  et  nous  représenterons  par  .%■  +  x,,  j  +^i, 
z  +  z^^  jfj.(T  -f-  T|),  ce  que  deviennent  les  coordonnées  du  point  con- 
sidéré et  la  tension  en  ce  point. 

Si  X,,  Yj,  Z|  sont  les  accroissements  qu'éprouve  la  force  ex- 
térieure X,  Y,  Z  lorsqu'on  passe  du  point  (jî,  y,  z)  au  point 
(jc  +  cr,,_7'  +  /,,  z-H  z,),  on  a 


■P[x  ^  x,\ 

^  Y 


lit' 


dt- 


•'"■'■*'■'   =Z  +  Z,  +  4[(T  +  T,)^'il], 


dt-  '         ds 


Ces  équations  deviennent,  si  l'on  tient  compte  des  équations  (i) 
et  (2),  et  si  l'on  suppose  les  quantités  x,,  j, ,  r,,  T,  assez  petites  pour 
qu'il  soit  permis  de  négliger,  par  rapport  à  elles  ou  à  leurs  dérivées, 
les  termes  du  second  ordre, 

d'-r,  _  d    f     d.r,  dx\ 

rir-    —  -^1  "^  ^c     ^.1:  ~   *  f  777    ' 


de-  -  ^'  ■   dsV  ds  ^  ^'ds 


(3)  i.^ 

dx  dx^  dy  d\\         dz  dzy 


7;.  =  ^'-s(tÎ  +  t,|) 


ds    ds      '     ds     ds      '     ds   ds 


Posons  maintenant 


S-i-Yt  =  a 


Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  10  novembre  1879. 


d^-r. 
dt' 

-Y, 

d 

(^^^-•t) 

d'-z, 

df 

=  Z, 

n-^'^ 

d.r 
T'y 

dXi 
d'y    "^ 

dy  dy,          dz    dz, 
dry     dry            d'y     da 
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et  prenons  pour  variables  cr  el  /,  ce  qui  nous  penneltra  de  comparer 
le  mouvement  apparent  de  la  corde  qui  oscille  à  la  forme  qu'elle  a 
dans  l'état  permanent,  puisque  la  quantité  a  détermine  un  point  de  la 
corde  qui,  dans  l'état  permanent,  occupe  toujours  la  même  position 
dans  l'espace. 

Les  équations  précédentes  deviennent  alors,  en  représentant  T  —  V^ 
par  {?, 

dl^  '         d'y  \      d'y  '  d'y  )  d'y  dt 

drydt 

2V  -7-75 
d'y  dt 


Nous  allons  mnintenant  opérer  un  changement  de  coordonnées  ana- 
logue à  celui  qui  a  conduit  M.  Resal,  dans  le  cas  de  la  courbe  plane, 
aux  équations  les  plus  siiu|iles.  Nous  choisirons  pour  nouveaux  axes  la 
tangcnie,  la  normale  principale  et  la  binormale  à  la  courbe  de  repos 
apparent  au  point  considéré,  c'est-à-dire  que  nous  remplacerons  les 
axes  correspondant  àa',,j|,Z|  par  d'autres  dont  les  inclinaisons  va- 
rient à  chaque  instant,  de  manière  à  se  coucher  sur  les  trois  directions 
dont  il  vient  d'être  question. 

Le  nouveau  système  de  coordonnées  est  donc  variable  à  la  fois  avec 
le  point  que  l'on  considère  et  avec  l'instant  dont  il  s'agit;  toutefois, 
sa  position  ne  dépend  que  de  celle  qu'occuperait  le  point  matériel,  à 
l'instant  choisi,  sur  la  courbe  de  repos  apparent  dans  le  mouvement 
permanent,  c'est-;i-<lire  que  de  a. 

Afindesimplifier  un  peule calcul  nécessité  par  cechangementd'axes, 
nous  remarquerons  que,  la  duvclion  des  anciennes  coordonnées  étant 
com|Dlètement  indépendante  de  celle  des  nouvelles,  il  nous  est  permis, 
pour  obtenir  les  formules  définitives,  de  supposer  les  premières  coor- 
données parallèles  aux  nouvelles  à  l'instant  considéré  et  pour  le  point 
que  l'on  envisage  spécialement. 

Cela  posé,  nous  nous  servirons,  pour  opérer  la  transformation  d'axes 
qui  vient  d'être  indiquée,  des  formules  de  M.  Serret,  et,  comme  elles 
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nécessitent  quelques  calculs  assez   compliqués,   nous  donnerons  le 
détail  des  opérations. 

Soient  a,  |3,  y  les  nouvelles  coordonnées  dirigées  respectivement 
suivant  la  tangente,  la  binormale  et  la  normale  principale  à  la  courbe 
de  repos  apparent;  si  l'on  désigne  les  angles  qu'elles  forment  avec  les 
anciennes  de  la  façon  suivante, 


X, 

II 

z. 

«, 

)., 

F-' 

'■>, 

/3. 

X', 

K' 

V', 

7' 

y, 

K. 

l'", 

et  si  l'on  représente  par  p  et  r  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure  de  la  courbe  de  repos  apparent,  on  a,  dans  le  cas  général. 


r/cos^  COsX" 


ih 

—              ) 

p 

rfrosV 

cosV 

fh 

~    /■   ' 

d  cos>" 

cos>        cos  a' 

di 

p         '■ 

d'  cos). 

cos).         cosX'         d    ^cos)i''\ 

t 

r/cr-- 

p'        ^p     '  ^/^  l   p    / 

(•/■  COS  a' 

cosX        cosX'    ^     d  fcos'K"\ 

1 

d7' 

rp              H        ^    d.[     r      ) 

d'  cosl" 

d    /cos>\           d   /'cos)i'\ 

) cosX" 

dl' 

-         d^\     p     j          d.\     r     ) 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  systèmes  d'axes  sont  parallèles, 
on  trouve 

cosX  =  I,  cos  p. 

cosX'  =  o,  cos  p.' 

cos  À"  =  o,  cos  a" 

(icos^  c/cosf/. 

dco&y  f/cosu.' 

— ; —   =  O,  — 

de  '  citT 


=  0, 

cosv   =  o, 

=^  ', 

cosv'  =  o, 

=  o, 

cos  V"  =:    f  , 

=  o, 

rfcosv         I 

d(j              p 

=-o, 

dcoiv'           I 

da             r 

232 


2 

H 

.     LEAUTE. 

a 

cosV 

I         d, 

COS  u." 

/• 

rfcosv" 

= 

o, 

dn 

P 

da 

cP  cos> 

= 

— 

I 

7 

d'  cos  ,f. 

—  — 

I 

—  > 

f/'  COS  V 

= 

"(i) 

rf(7^ 

f/<7^ 

da' 

^^  ' 

cPco%\' 

= 

— 

\ 

■    9 

f.'-  COS  fl' 

I 
—  î 

d'cos-j' 

= 

"(;) 

da- 

rf^' 

d,j' 

r/^     ' 

fPcos)." 

"(f) 

d-  cosu." 

«•(;) 

rf'COSv" 

/' 

da'  dn  de''  d(7 

On  a  d'ailleurs 


•r,  =  a  cosX  +  p  cosV  +  ycosX", 
j'i  =  a  COS  y.  +  /3  cos;j.'4-  y  cos  p.", 
Zi   =  Kcosv  -f-  j3  cosv'  -h  ycosv"; 


on  en  déduit 


dXf  da.         y 

da  da  p 

d(7  da  r 

A,   _  f/7  _^  P         a 

dn  drs  r         p 

d'-x,  d'oc  dy   l  a  p  \p 

ffo'         da''             da  p         p-         ;'p  '  dtj 


'■p 


f^o-''  r/a'  <-/i7  r         rp         r'  '       da 


'£îi  - 'Hi  ^  2'^  l  ^  ^^'?  '  _,_/'(p)  ,  /(^/     ,./',■ 


r  (/c7  *         (/(7  '   \r- 


da^  da-  da  p  da  r  da  '        da  '   \r-        p- 

Afin  de  simplifier  l'écriture  et  de  donner  aux  équations  une  forme 
plus  explicite  en  mettant  en  évidence  des  quantités  utiles  à  considérer, 
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nous  poserons 

dx         7 

-r  4-  -  +  -  =  w. 
du         r         çj 

-,  .     ,  .  >        1         1    'î^'^i      '■'>'i      f/^i       1  ■        T 

Ces  quantités  sont  respectivement  égales  a  -—■,  -^i  — ;  leur  signiii- 

cation  géométrique  en  résulte  alors  immédiatement,  si  l'on  se  rappelle 
que  les  quantités  jr,,  j-,,  s,  sont  dirigées  suivant  les  axes  a,  jS,  y.  La 
quantité  z  est  l'allongement  relatif  de  l'élément  de  corde;  il  est  nul 
dans  le  cas  que  nous  traitons,  puisque  la  corde  est  inextensible.  -}  est 
le  sinus  de  l'angle  que  forme  l'élément  oscillant  avec  le  plan  oscil- 
lateur May  ou,  si  l'on  veut,  l'angle  lui-même,  puisqu'il  reste  toujours 
petit.  Enfin  w  est  l'angle  de  l'élément  dont  il  s'agit  avec  le  plan  Map, 
perpendiculaire  à  la  normale  principale. 

Avec  ces  notations,  les   formules  qui  viennent  d'être  écrites   de- 
viennent 

f/j,  dz, 

■ù         d'Y,         r/i}i         cr)         d-z,         du         e         -i 
2  <la-  dfj  r  dn''         ih         p         r 

Si  l'on  remarque,  de  plus,  que  les  quantités»,  |3,  7  sont  fixes  lorsque 
7  est  constant,  on  obtient 


dx, 

~di 

— 

=  ) 

cPx, 

dt 

dl-' 

=^ 

Ta 

dx,           dy. 
dt      ~  dt' 

dy,     _  d^ 
~dt      ~'Jt' 

dz,            f/7 
ir      ~di' 

d'x,          d'y. 

dP     ~   dt-  ' 

d'y,           rf=p 
de-     ~~  dt'  ' 

d'z,          d-'-i 
dt-             df 

d'x,          d- 

d'y,          d-i, 
dadt  ~~  dt 

d-  z ,           dbi 

didt         dt 

drr  dt          dt 

En  tenant  compte  alors  de  ce  que 


d.r 
d-'x 


=  I, 

dy 

i  =  "' 

dz 

=  0, 

d'y 

di'  -  °' 

iPz         I 
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puisque  les  axes  sont  supposés  dirigés  suivant  la  tangente,  la  binor- 
male  et  la  normale  principale,  les  équations  du  mouvement  de  la  corde, 
supposée  inextensible,  prennent  la  forme  (en  désignant  par  A,,  B,,  C, 
les  accroissements  des  composantes  suivant  Ma,  M[3,My  de  la  force 
accélératrice  quand  on  passe  du  point  iM  au  point  M') 


(5) 


de 

=  A, 

—  G-  +  --, 
p          d'j 

dO- 

=  B, 

d(S   ,               fd^         w\ 
4-  -7-  J/  +  G     f^  —  - 
d'j    '              yh         r  J 

dt 

df' 

=  c, 

dS              ^  1  f/w         ^  \ 
da                 \d<j          r  J 
d'y.           7 

da          r  "   T^' 

di          S         a 

-7-  +   L  +  -   =   03. 

da        r         p 

—  aV  —  H-  - 

dt          p 

Il  suffit  maintenant,  pour  passer  an  cas  particulier  de  la  courbe 
plane  étudié  par  M.  Resal,  de  faire  infini  le  rayon  de  seconde  cour- 
bure r.  Les  formules  précédentes  deviennent  alors 


(6) 


dt- 

=  A, 

—  G-  +  -y-> 
p           d'j 

dû 

=  B. 

d   1     ./8\            ,,   rf=8 
-F-  -T    G^     —  aV-— V' 

da  \      da  j                   dadt 

dp 

=  c, 

d    ,         ,             t,  d'il         T, 

-^—   Gw    — 2V  — +  - 
da  ^         '                  dt          p 

du         7 

du    '    p 

Une  remarque  importante  doit  être  faite  ici.  Si  B,  ne  dépend  que 
de  l'B,  et  si  A,  et  C,  en  sont  indépendants, la  seconde  équation  ne  con- 
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tient  pas  l'accroissement  de  tension  T,  et  elle  est  la  seule  qui  renferme 
la  variable  [■:,.  Or  [j,  qui  est  dirigé  f^uivant  la  perpendiculaire  au  plan 
delà  courbe,  représente  ce  que  l'on  peut  appeler  Voscillntion  latérale. 
On  voit  donc  que,  dans  ce  cas  particulier,  ces  oscillations  n'influent  en 
rien  sur  la  tension. 

Il  est  évident  que  la  réciproque  est  vraie  et  que  les  variations  de  ten- 
sion ne  pourront  produire  d'oscillations  latérales  tant  que  B,  ne  con- 
tiendra que  ,3  et  que  A,  et  C,  ne  le  renfermeront  pas. 

Ce  théorème,  qui  est  évidemment  applicable  aux  transmissions  té- 
lodynamiques, puisque, la  seuleforceextérieure  étantalorsia  pesanteur, 
les  quantités  A,,  B,  et  C,  sont  nulles,  nous  montre  que  dans  un  câble 
métallique  les  oscillations  latérales  n'ont  pas  d'influence  sur  la  régu- 
larité du  mouvement  et  que,  réciproquement,  les  changements  de  ten- 
sion produits  par  les  inégalités  de  vitesse  des  poulies  ne  peuvent  donner 
lieu  directement  à  des  oscillations  latérales. 

Les  équations  '6),  relativesk  la  courbe  plane,  sont  identiquesàcelles 
obtenues  par  M.  Resal  lorsqu'on  se  place  dans  les  conditions  où  il  a 
traité  le  problème,  c'est-à-dire  lorsqu'on  suppose  que  la  seule  force 
agissante  est  la  pesanteur,  que  la  corde  est  tout  d'abord  au  repos, 
que  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  et  que  l'arc  considéré  ne 
comprend  qu'un  très  petit  nombre  de  degrés  dans  le  voisinage  du 
sommet. 

En  effet,  la  pesanteur  étant  constante,  les  quantités  A,,  B,,  C,  sont 
nulles;  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  plan  des  5:7,  on  laissera  de 
côté  l'équation  en  /B;  enfin,  la  corde  étant  supposée  primitivement  au 
repos,  Y  est  égal  à  zéro,  G  à  T  et  7  à  s. 

Les  équations  (6)  prennent  alors  la  forme. 


(7) 


dl' 

= 

- 

T 

0 

'Ji    -f- 

dT, 
ds' 

,r-, 

= 

d 

Tm 

-    + 

T, 

dt^ 

ds 

î 

Û 

dx 
ds 

- 

7 

=    <>, 

d; 

-f- 

■3. 

P 

=    (/J, 

l 

Journ.  de  Math.  {Jh"  série},  tome  VI.  —  Jcillit  1880.  ^9 


2l6  H.     LÉAUTÉ. 

Si  l'on  élimine  T,  entre  les  deux  premières,  on  Irouve 

/   d-    Irl'i         A   _        /'T  I    <lo  dl         d-'T 

f/;-  \  <-/.i'  0/  lu'  [j   lis    ds  ds- 

(     ) 

'  da>  I     dt         T   da\  _  d':>  I    do  '/-f 

+  -.    \2—-i--~)'i-T-— ^  - ^ 

ds  \     as         p  ds  '  ds-         p   ds   dt- 

On  sait  cr;ulleiirs  que  dans  le  cas  de  In  cliHinelte,  si  l'on  appelle  0 
l'angle  de  l'élément  ds  avec  l'hoiizontale  et  R  le  ia}on  de  courbure 
au  sommer,  on  a 

p  =  — — )     J  =  K  tangv,      1  =  — -• 
On  en  déduit 

—  =  2tan2  5,     -  — e^cosv,      — -=»sinv,     — — -cos''&. 

ds  !^    '       p         O  '        (A-         O  '       as'  R 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'angle  5  reste  assez  petit  pour  qu'il 
soit  permis  de  négliger  les  termes  qui  le  contiennent  à  une  puissance 
supérieure  à  la  première,  on  peut  écrire 

p  =  R,     ^  =  R5,     T  =  Ri,s 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équalions  (7^  on  obtient,  au  degré 
d'approximation  adopté, 

(9J  -dP=--S-+^^ 

(10)  ^=^ii.±^Ii, 

I      \  'h       '■>■ 

(•^^  ;s  +  R  =  -' 

et  l'équation  (8)  devient 

d\'^-'t\ 

I    n\  \ri.f        R/  s  „      d'w 
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mais,  si  l'on  dérive  l'éqiialion  (i  i)  par  rapport  à  5,  on  a 

f/-  a  I    d-j 

li?  ~  Kd~s' 

et  l'on  en  conclut,  par  l'éqiialion  (12), 

et  par  suite 

Ci  =  sin  ^   I  w  cos  -  f/.î  —  cos  tt   1  «  sin  ^  ds, 

ou  simplement, puisque  l'arc  -  est  petit, 

(i4)  '^~r(*  j  oids  —  j 'J^sr/s]. 

Il  résulte  de  là  que  la  quaufité  a  peut  se  mettre  sous  la  forme 


0/  étant  une  certaine  quanllté  intermédiaire  entre  les  diverses  valeurs 
de  w. 

Cetle  relalion  nous  conduit  à  cette  conséquence  importante  que- 
est  petit  par  rapport  à  w,  puisque  l'angle  —  est,  par  hypothèse,  petit. 

Quant  à  —  ou,  si  l'on  veut,  R  -—■,  il  est  du  même  ordre  de  grandeur 
que  0)  d'après  l'équation  (12),  et  il  peut  être  pris  égal  à  celle  quantité, 
puisque  -  est  négligeable. 

Les  écpiations  (12)  et  (i3)  deviennent  alors 

eh 
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et  la  dernière  peut  s'écrire 

I  5  )  2  0)+-,- —  =  o, 

•'  M'         g   de- 

qui,  sauf  les  notations,  est  identiquement  celle  indiquée  parM.Resal  (') 
pour  les  petits  mouvements  d'une  chaînette. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  montrer  comment  la  solution  s'achève  par  de 
simples  quadratures. 

La  valeur  de  o)  est  donnée,  comme  on  sait,  par  la  suite 


od  =  y^Kcos     5  +  £'v/— ^  +  2    cosK\< -r- e'), 

£,  c',  R  el  K'  étant  des  constantes. 

Quant  à  Y  et  à  a,  ils  sont  Iburnis  par  les  relations 

Y  =:    /  wds. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître,  à  l'aide  d'ime  intégration  par  par- 
ties, que  cette  dernière  expression  revient  bien  à  rex|)ression  (i4) 
donnée  |)lus  haut. 

Le  prohième  est  donc  complètement  terminé,  et  nous  avons  montré 
que  l'équation  finale  donnée  par  M.  Resal  était  non  seulement  exacte, 
malgré  la  difficulté  signalée  dans  le  mode  de  raisonnement  employé 
pour  l'établir,  mais  encore  qu'elle  ne  supposait  en  rien  l'hypothèse 
restrictive  de  la  fixité  des  extrémités. 

En  résumé,  il  se  produit  dans  le  travail  de  M.  Resal  ce  fait  remar- 
quable, que  ré(|ualion  simplifiée  à  laquelle  il  arrive  pour  le  cas  de  la 
chaînette,  lorsque  l'arc  ne  dépasse  pas  une  vingtaine  de  degrés,  est 
exacte,  alors  que  l'équation  dont  elle  dérive  immédiatement  n'est  pas 


(  '  )  Voir  le  Traite  de  Mécanique  générale  de  M.  Resal,  t.  I,  p.  32g,  §  97  :  Équations 
des  petits  moiifcnients  d'une  chainttte . 
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admissible  dans  le  cas  général.  Il  est  itiléressant  d'expliquer  la  raison 
de  celte  singularité. 

I-e  raisonnement  fait  par  M.  Resal  pour  traiter  le  cas  du  mouvement 
très  lent  suppose,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  vitesse  tangentielle 
reste  constamment  nulle,  c'est-à-dire  (avec  le  système  de  notations 
ado|)tées  dans  notre  travail)  que  a  reste  toujours  nul  quand  les  extré- 
mités sont  fixes.  Cette  hypotlièse  n'est  pas  rigoureusement  exacte  et 
paraît  inadmissible  a  priori  ;  mais  il  arrive,  ainsi  que  nous  l'avons  dé- 
montré, que,  pour  un  arc  peu  étendu,  a.  est  petit  par  rapport  aux 
deux  quantités  y  et  u,  de  telle  sorte  que,  en  négligeant  les  termes  en  a 
dès  le  début,  on  n'a  pasaltéré,  en  fin  de  compte,  l'équation  finale  en  oj. 

C'est  là  un  point  curieux  de  cette  question,  que  les  deux  inconnues 
principales  «  et  "y  ne  sont  pas  du  même  ordre  de  grandeur,  si  bien  que 
la  première,  étant  négligeable  par  rapport  à  l'autre,  disparaît  des 
équations  qui  donnent  y,  et  que  l'on  est  ainsi  tenté  d'admettre  qu'elle 
est  toujours  nulle.  On  peut  d'ailleurs,  a  priori,  prévoir  cette  particu- 
larité, car  on  sait  que  les  flèches  d'un  arc  d'un  petit  nombre  de  degrés 
sont  grandes  par  rapport  aux  différences  entre  cet  arc  et  sa  corde. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  a  ce  double  avantage,  qu'en  pre- 
nant «  pour  variable  principale  nous  évitons  forcément  l'erreur  si- 
gnalée et  que  nous  obtenons  la  valeur  de  cette  quantité  a. 


III. 

Etablissement    des    équations  des  petits  mom'ements   d'une  courbe 
Juniculaire  plane  par  la  considération  des  mouvements  relatifs. 

Soient  MM,  la  position  d'unélémentde  càbledansla  courbe  derepos 
apparent  et  M'M',  la  position  du  même  élément  à  un  instant  quel- 
conque '  ('  ). 

Le  point  M'  peut  être  considéré  comme  en  équilibre  sous  l'action  de 


(')  Dans  tout  ce  qui  suit,  on  distinguera  par  l'accenlualion  les  quantités  se  rappor- 
tant au  mouvement  réel;  celles  qui  ne  seront  pas  pourvues  d'accent  seront  relatives;» 
la  courbe  de  repos  apparent 
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la  tension  tj.T'  du  câble  en  ce  point,  des  forces  exiérienres  et  des 
forces  d'inertie  dues  à  son  mouvement. 

Si  donc  on  désigne  par  F',  et  F'„ ,  o,  et  9',  les  composantes  des 
forces  extérieures  et  des  forces  d'inertie  suivant  la  tangente  et  la  nor- 
male à  M'M'i  en  M',  on  a 

,    ^ ,  rfT'        T-,.  , 

(16)  _  +  F,+'.,  =  o, 

(17)  y-^K^?'n  =  o, 

s'  et  0'  élant  l'arc  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  point  iil' 
dans  la  courbe  M 'M', . 

Prenons  pour  axes  a  et  y  la  tangente  et  la  normale  en  M  à  la  courbe 
de  repos  apparent  et  posons 

(18)  T'  =  T  +  T,; 
on  a  évidemment 

,        ,  ds'         fis  I 

(19)  _-  =  _.  +  ^,,, 

co  étant  l'angle  de  la  tangente  en  M'  avec  la  tangente  en  M, 

D'un  autre  coté,  si  du  point  M',  on  abaisse  la  perpendiculaire  M', /7z', 
sur  la  droite  M'/?i',  parallèle  à  la  tangente  en  M,  on  a 

M\iii\  =  cls'  sii)  w  ; 

or,  si  l'on  projette  M'  en  P  sur  la  tangente  en  M  et  M',  en  P,  sur  la 
tangente  en  M,,  on  pmit  regarder  y\\in\  comme  la  projection  sur  l'axe 
M7  du  chemin  M\P,  M,  PM',  et  l'on  trouve 

M\m,  —  cl  y  ■+  a  — • 

La  corde  étant  inextensible,  c'est-à-dire  r/i'étant  égal  à  ds,  on  déduit 
des  deux  équations  précédentes,  en  remarquant  que  y  est  petit, 

,         \  dy  y. 

(20)  w  =  -p  H 

'  <ls  a 
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Cehi  posé,  la  considération  du  triangle  M', ?«',  M'  donno 

M'  ///  —  ds  +  da  —  ■/  —  1 

? 

et, comme  W ln^  ne  diffère  de  ds que  d'une  quantité  tiès  petite,  puisque 
l'angle  w  est  lui-même  petit,  on  a 

qui  est   l'une  des  équations   auxquelles   nous  somines  arrivés   par  la 
méthode  précédente. 

Représentons  maintenant  par  A'  et  C  les  composantes  suivant  Ma 
et  My  de  la  force  extérieure  agissant  sur  M';  on  aura 

F',—      A'cosc.} -i- C  sin  w  =  A' +  C  (  y  H- -  j  » 


F'„  =  —  A'  sin  w 
De  même 


Cc„,o,=  -A'(l>=)+C-. 


?.  =  ?.  +  ?r(,77  +  p)' 


\ds        p 


?"=-?«  U  +  ;  +  'i^ï 


1 


et  il  suffit  de  calculer  '^'„  et  çl  . 

Pour  trouver  les  val<>urs  des  coiîiposantes  suivant  Ma  et  My  de 
l'accélération  du  point  M',  on  regardera  le  mouvement  de  ce  point 
comme  résultant  d'un  mouvement  relatif  par  rap|)ort  aux  axes  on 
(pjestion  et  du  mouvement  d'entraînement  de  ces  mêmes  axes  II  faudra 
donc,  d'après  la  théorie  connue,  calculer  successivement  l'accélération 
relative,  l'accélération  du  point  M',  supposé  fixe  par  rapport  aux  axes 
juobiles,  et  enfin  l'accélération  centrifuge  composée. 

L'accélération  rel.itive  a  évidemment  pour  composantes, suivant  ^\(j. 

etMv,  —r-  et  -—-•  Ouant  à  l'accélération  d'entraînement,  ses  comi^o- 
"   df         dt'     ^  '  ' 

sautes  suivant  la  tangente  et  la  normale  à  la  trajectoire  de  M'  dans  le 
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mouvement  d'entraînement  sont  — -^  et— f-»  V,  el  /',  étant  la  vitesse 

dt  r\  '  ' 

de  M'  dans  ce  mouvement  et  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
dont  il  s'agit. 

Mais  le  mouvement  d'entraînement  élémentaire  est  une  rotation 
autour  du  centre  instanlané  de  rotation  C  de  la  courbe  de  repos  appa- 
rent; la  vilesse  angulaire  de  cette  rotation  est-;  la  distance  du  point 
M'  à  C  est  (j  —  7,  puisque  les  quantités  a  et  y  sont  petites  :  ou  a  donc 

? 

On  en  déduit 

dt  '       ds      ' 

car  7  est  constant,  puisqu'il  s'agit  du  mouvement  d'entraînement. 

Quant  à  la  composante  normale -^j  il  faut,  pour  l'obtenir,  calcu- 
1er  r^. 

Or,  si  l'on  désigne  par  C  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire 
d'entraînement  eu  M',  on  a,  au  degré  d'approximation  adopté, 

r,  =jo- Y  +  CC 
et 

ce  __  Cp 

CAF  ~  Rl'M',  ~Cp' 

Cp  étant  perpendiculaire  à  CM'. 
On  trouve  aisément 

C/j  =  dp , 

■^P  — 7 


on  en  conclut 
et  par  suite 


P     . 


ds 


'.=M'-?+;â)' 


c 
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De  là  résiille 

V',-  _  V-  /         •/■,'         "    I  —'^V         v       '-"'p 

f.  p  ils 

Les  composantes  de  l'riccélération  d'entraînement  suivant  les  axes 
3I«  et  M-/  seront  alor?,  en  désignant  par  ç  l'angle  MCM', 


dV.  V  ,^     .  (A' ,         V  ' 


__eos?-— sm.-  — -^^— ^^=-Vv-^--«, 

r/V,     .  VV  d\',        y.  V,'         V  V=  ^.,      \,  p  / 

— ^  sin  C5  +  -7^  cos  ':  =  —^ i-^  = 7  —  +  a^-  —^• 

lit  '  r,  '  lie     0  —  Y  r^  0  '   0^  ils 

Quant  aux  composantes  de  l'accélération  centrifuge  composée  sui- 

,  11  '    •  1  \  il'/  V  dj. 

vaut  M«  et  31 7,  elles  sont  evuJemmeut  2 et  — 2 — -• 

"  0    lit  0    dt 


On 

a 

donc 

1 

9. 

= 

d-y. 

— 

V 
2- 

d-l 

dt 

= 

d'y 
lit' 

-+- 

V 

2  — 

ù 

dy. 
Ht 

d 


'  I 


0 


ay.  \'  ,,,       \  p  '  V 

-r  —  7-7  -!-iZ  >  ■ — : 1 

dt  '    (j'  ils  0 

I  1  ( 

En  portant  alors  ces  valeurs  dans  (f[  et  o'„ ,  remplaçant  dans  les  équa- 
tions (16)  et  [\-j)  F,  ,  F',,  (f\  et  ©'„  par  les  expressions  qui  les  repré- 
sentent, tenant  compte  des  équations  du  mouvement  permanent  de  la 
corde 

—  -+-  A  =  o, 

lis 

T         ,,        V 

-  +  C =  0, 

P 

posant  comme  précédemment 

A'r=A  +  A,, 

C/  =  C  +  C,, 

Journ.  de  Math,  {"j'  série),  tome  VI.  —  JniHT  iS8o.  JO 
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et  se  rappelant  les  relations 

rf«  7 

dy         a. 
lia         p 

T-V-  =  E, 
on  trouve,  toutes  simplilications  faites, 

d'dL  .  &)        f/T| 


•/'•/                         rf(Go))           ^,7'/w          T, 
-r-  —  Li|  H ; ^  '    ^ ' 


qui  sont  identiques  à  celles  que  nous  avons  obtenues  comme  cas  par- 
ticulier de  la  question  générale. 
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Démonstration  générale   de    l'existence  des   intégrales    des 
équations  aux  dérivées  partielles  (  '  )  ; 

Par   m.    Ch.    MÉRAY, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Scieoces  de  Dijon. 


1.  J'ai  fait  connaître  il  y  a  quelques  années  (^)  une  méthode  qui 
permet  de  traiter  désormais  les  détails  les  plus  minutieux  et  les  plus 
variés  de  l'analyse  des  fonctions  avec  la  rigueur  et  la  simplicité  qui 
jusqu'alors  étaient  restées  l'apanage  à  peu  près  exclusif  des  Mathéma- 
tiques élémentaires.  Pour  arriver  à  ce  résultat,  il  m'a  suffi  d'aban- 
donner les  notions  vagues  et  tout  à  fait  insuffisantes  qui  sont  restées 
trop  longtem|)s  les  bases  traditionnelles  des  raisonnements,  et  de  re- 
venir aux  idées  de  Lagrange,  c'est-à-dire  de  prendre  invariablement 
pourpoint  de  départ  cette  propriété  universelle  et  très  nette  des  fonc- 
tions, d'être  développables  en  séries  entières  [P.  34)  (')dans  toutes 


(')  Les  énoncés  des  théorèmes  contenus  clans  ce  Mémoire  f>nt  été  communiqués  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  dans  sa  séance  du  8  février  1875;  mais,  au  dernier 
moment,  je  m'ét.us  aperçu  ijue  ma  démonstration  principale  laissait  échapper  certains 
cas  particuliers  (cju'il  serait  assez  loiii;  et  peu  utile  de  préciser  ici)  et  j'avais  renoncé 
à  la  publier,  quoiqu'elle  s'étendît  alors  bien  au  delà  du  cas  d'un  système  d'équations 
aux  dciivées  partielles  simultanées,  ayant  même  plus  d'une  variable  principale.  Le 
texte  actuel,  qui  semble  ne  laisser  plus  rien  à  désirer  sous  ce  rapport,  a  été  présenté 
à  l'Académie  le  5  août  1878. 

(')   Nouveau  Précis  d'Analyse  infinitésimale.  Paris,  août  1872, 
(')  Je  renverrai  ainsi  i»  l'Ouvrage  cité,  qui  renferme  sous  la  forme  la  mieux  appro- 
priée à  mes  recherches  actuelles  les  propositions  sur   lesquelles  j'aurai  à  m'appuyer. 
Un  simple  numéro  se  rapportera  aux  divisions  du  présent  Mémoire, 
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les  circonstances  où  les  théorèmes  généraux   du  Calcul  infinitésimal 
leur  sont  applicables. 

Une  partie  essentielle  de  ma  tâche  consistait  donc  à  établir  solide- 
ment la  réalité  de  cette  propriété  fondamentale  des  fonctions.  J'y 
suis  parvenu,  non  plus  en  cherchant,  comme  on  le  faisait  avant  moi, 
à  la  déduiie  de  quelque  autre  plus  simple  en  apparence,  telle  que  la 
continuité  (il  me  semble  absohunent  impossible  de  conduire  à  bonne 
fui  une  pareille  entreprise),  mais  en  la  rattachant  à  la  nature  intime 
des  opérations  générales  qui  introduisent  des  fonctions  nouvelles  dans 
les  spéculations  mathématiques.  J'ai  pu  ainsi,  en  combinant  mes  pro- 
pres efforts  avec  les  travaux  antérieurs,  traiter  complètement  la  question 
pour  la  composition  des  fonctions,  la  formation  des  fonctions  impli- 
cites, l'intégration  des  équations  différentielles  ordinaires  et  aux  diffé- 
rentielles totales,  simples  ou  simultanées;  mais  j'ai  laissé  entièrement 
de  côté  la  théoi'ie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  nonobstant 
sa  grande  importance,  car  je  ne  possédais  alors  sur  cette  matière  que 
des  résultats  incomplets  et  des  démonstrations  détournées. 

Aujourd'hui,  je  puis  combler  celle  lacune  d'une  manière  satisfai- 
sante, et  je  viens  précisément  établir  un  théorème  tout  à  fait  général, 
qui  renferme  dans  un  seul  énoncé  et  dans  une  seule  démonstration,  les 
jn'incipes  de  Li  théorie  de  toutes  les  équations  différentielles,  dont" 
celles  connues  sous  le  nom  (ï équations  aux  dérh'écs  partielles  ne  for- 
ment qu'une  classe  très  restreinte,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Avant  d'entrer  en  malière,  il  est  juste  de  faire  remarquer  que  ma 
démonstration  de  la  convergence  îles  intégrales  a  [)Our  élément  prin- 
cipal l'artifice  si  habilement  utilisé  par  JMAI.  Briot  et  Bouquet  pour 
les  équations  différentielles  ordinaires. 


Définition  d'un  système  d'équations  dijjérentielles  immédiat. 

2.  On  sait  qu'un  système  quelconque  d'équations  différentielles 
simultnnées  se  ramène  au  premier  ordre,  en  ce  sens  que  radjoiiction 
de  fonctions  in  connues  auxiliaires  permet  toujours  de  former  un  certain 
système  d'équations  du  premier  ordre  ])armi  les  solutions  duquel  se 
trouvent  celles  du  proposé  (P.  231).  Nous  n'avons  donc  pas  à  nous  oc- 
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cuper  des  systèmes  d'ordres  supérieurs;  quant  à  ceux  du  premier  ordre, 
il  convient  tout  d'abord  de  porter  exclusivement  notre  attention  sur 
le^  systèmes  immédiats,  en  qualifiant  ainsi  ceux  qui  satisfont  aux  deux 
conditions  suivantes,  et  dont  la  théorie  renferme  celle  de  touslesaulies. 

I.  Les  équations  différentielles  d'un  sjstème  de  cette  espèce  expri- 
ment immédinlement  quelques  dérivées  {premières)  des  jonctions  in- 
connues, en  Jonctions  composées  de  ces  mêmes  jonctions ,  de  leurs  autres 
dérivées  (premières)  et  des  variables  indépendantes. 

Ces  fonctions  composées  (ou  plutôt  leurs  composantes)  sont  ce  que 
je  nommerai  les  seconds  membres  des  équations  différentielles;  les 
[)remiers  ne  contiennent,  bien  entendu,  que  les  dérivées  dont  ces 
équations  fournissent  de  telles  expressions. 

Il  importe  essentiellement  de  distinguer  pour  chaque  fonction 
inconnue  les  variables  indépendantes  par  rapport  auxquelles  sont 
prises  les  déi'ivées  qui  figurent  clans  les  premiers  membres  des  équa- 
tions différentielles,  de  celles  c[ui  sont  étrangères  à  la  formation  des 
dérivées  dont  il  s'agit.  Les  premières  seront  pour  nous  les  variables 
principales  de  la  fonction  considérée,  les  dernières  ses  variables 
paramétriques.  Il  va  de  soi  qu'une  même  variable  peut  être  à  la  fois 
principale  pour  quelque  fonction  et  paramétrique  pour  quelque  autre. 

Il  faut  aussi  donner  des  noms  différents  aux  dérivées  de  tous  ordres 
d'une  même  fonction  inconnue,  selon  que  les  diiférentiations  d'où 
elles  proviennent  intéressent  ses  variables  paramétriques  seides,  ou 
bien,  soit  avec  elles,  soit  sans  elles,  quelque  variable  principale.  Ce 
seront  respectivement  les  dérivées  paramétriques  et  les  dérivées  prin- 
cipales de  la  fonction  considérée. 

D'après  cela,  les  équations  d'un  système  immédiat  expriment  les 
dérivées  principales  premières  des  Jonctions  inconiuies  en  Jonctions 
composées  des  variables  indépendantes,  de  ces  mêmes  fonctions  in- 
connues, et  de  leurs  dérivées  paramétriques  premières. 

Pour  plus  de  clarté,  il  faut,  par  la  pensée,  distribuer  les  érpialions 
d'un  svslème  immédiat  dans  les  compartiments  d'un  tableau  rectan- 
gulaire divisé  en  cases  de  nombre  égal  au  produit  du  nombre  des  fonc- 
tions inconnues  par  celui  des  variables  indépendantes,  cela  en  plaçant 
dans  une  même  colonne  toutes  les  équations  dont  les  premiers  membres 
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sont  les  dérivées  d'une  même  fonction  inconnue,  et  dans  une  même 
ligne  toiiles  celles  où  ces  premiers  membres  sont  des  dérivées  prises 
|i.ir  rapport  à  une  même  variable. 

Le  tableau  du  système  peut  contenir  des  cases  vides  réparties  d'une 
manière  quelconque;  pour  une  colonne  donnée,  elles  sont  en  nombre 
égal  à  celui  des  variables  paramétriques  de  la  fonction  correspondante. 
Quand  le  tableau  ne  contient  auciuie  case  vide,  il  n'y  a  point  de  va- 
riables paramétriques,  les  seconds  membres  ne  contiennent  aucune 
dérivée  et  l'on  a  des  équations  simtdtanées  aux  différentielles  totales; 
c'est  le  cas  lr;iité  au  n°  139  de  mou  Ouvrage.  S'il  renferme  une  seule 
colonne  n'ayant  elle-même  qu'une  seule  case  pleine,  le  système  im- 
médiat proposé  se  réduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  S'il  se  réduisait  à  une  seule  ligne,  on  aurait  un  système 
d'équations  différentielles  ordinaires,  complet  ou  incomplet  [P.  233, 
256),  etc. 

La  notation  générale  d'un  semblable  système  d'équations  différen- 
tielles présente  des  difficultés  matérielles  qui  me  font  renoncer  à 
l'entreprendre;  chacun  d'ailleurs  conçoit  aisément  ce  dont  il  s'agit. 

H.  Les  seconds  membres  des  équations  d'une  colonne  quelconque  ne 
contiennent  aucune  dérivée  de  toute  fonction  inconnue  dont  quelque 
variable  principale  serait  paramétrique  pour  la  Jonction  dont  les  équa- 
tions considérées  expriment  les  dérivées  principales. 

Celte  restriction  est  essentielle;  sa  nécessité  apparaîtra  d'elle-même 
quand  nous  aurons  à  établir  les  propositions  fondamentales  des  n°*  4, 
6,  7,  9  (m/). 

5.  Les  intégrales  d'un  ensemble  quelconque  d'équations  différen- 
tielles simultanées,  c'est-à-dire  les  fonctions  dont  la  substitution  trans- 
Ibrine  toutes  ces  équations  en  de  simples  identités  eutie  les  variables 
indépendantes,  ne  peuvent  être  conçues  autrement  quolotropes  (f  .45) 
dans  les  limites  des  valeurs  des  variables  où  elles  peuvent  exister 
{P.  136).  Celles  d'un  système  immédiat  se  partagent  en  deux  classes 
très  distinctes  : 

L   Les  intégrales  ordinaires,  caractérisées  par  cette  circonstance  que. 
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pour  les  valeurs  correspondantes  des  variables,  desdites  intégrales  et  de 
leurs  dérivées  parainétri(jues  premières,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions différentielles  deviennent  toutes  fonctions  ololropes  de  ces  trois 
sortes  de  quantités  considérées  un  instant  comme  autant  de  variables 
indépendantes. 

II.  Les  intégrales  singulières,  qui,  dans  les  mêmes  circonstances, yô/i/ 
au  contraire  cesser  l'olotropie  de  quelque  second  membre. 

Nous  étudierons  d'abord  celles  de  la  première  classe  et,  pour  faci- 
liter le  langage,  nous  distribuerons  en  gc«re^  les  dérivées  principales  (2) 
d'un  tnênie  ordre  «,  d'un  groupe  déterminé  d'intégrales  simultanées, 
d'après  les  nombres  relatifs  de  diiférentiations  principales  qui  con- 
courent à  leur  formation. 

Les  dérivées  du  premier  genre  seront  bien  de  l'ordre  total  n  par  rap- 
port à  l'ensemble  des  variables  indépendantes,  mais  du  premier  ordre 
seulement  par  rapport  aux  variables  principales  des  fonctions  corres- 
pondantes. Celles  du  second  genre  seront  d'ordre  i  par  rapport  aux 
variables  principales  et  d'ordre  n  —  2.  par  rapport  aux  variables  para- 
métriques, etc.  Enfin  le  h''""'  genre  renferme  toutes  les  dérivées  //'«^"les 
n'impliquant  dans  leur  formation  aucune  différentialion  paramétrique. 
Quelquefois  aussi,  nous  considérerons  les  dérivées  paramétriques 
comme  formant  les  genres  o  de  tous  les  ordres. 

Pour  une  fonction,  relativement  à  laquelle  toutes  les  variables  se- 
raient principales,  le  genre  «dans  l'ordre  n  contiendrait  seul  qiielque 
dérivée.  Si,  au  contraire,  toutes  les  variables  étaient  paramétriques 
pour  la  fonction  considérée,  toutes  les  dérivées  seraient  paramétriques 
et  l'ordre  n  ne  comprendrait  que  le  genre  o. 

4.  Théorème.  —  Quand  un  système  immédiat  [a)  possède  quelque 
groupe  d'intégrales  ordinaires,  leurs  dérivées  principales  d'ordre  n  et 
de  genre  v  sont  indéfuiiment  exprimables  en  fonctio?is  composées  olo- 
tropes  des  variables,  des  intégrales  considérées  elles-mêmes,  de  leurs 
dérivées  [quelconques)  d'ordres  inférieurs  à  n  et  de  leurs  dérivées 
d'ordre  n,  mais  de  genres  inférieurs  à  v. 

En  effet,  la  substitution  des  intégrales  dont  l'existence  est  admise 
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dans  une  colonne  quelconque  de  [a)  transforme  les  équations  qui  la 
composent  en  autant  d'identités  entre  les  seules  variables  indépen- 
dantes; et  les  seconds  membres  de  ces  identités  sont  des  fonctions 
composées  olotropes  des  variables,  des  intégrales  et  de  leiu's  dérivées 
paramétriques  premières,  tant  par  leurs  composantes  que  par  leurs 
fonctions  simples  (P.  94),  ce  qui  vérifie  déjà  notre  théorème  pour  les 
dérivées  principales  du  premier  ordre. 

Nous  pouvons  ensuite  exécuter  sur  chacune  des  identités  résultantes 
les  n  —  I  différentiations  capables  de  faire  naître  de  leurs  premiers 
membres  les  dérivées  d'ordre  n  et  de  genre  v  de  l'intégrale  correspon- 
dante u[P.  96).  Les  seconds  membres  se  compliqueront  de  dérivées 
de  toutes  les  intégrales  d'ordres  inférieurs  à  n  et  de  quelques-unes  de 
l'ordre  n;  mais  ces  dernières,  provenant  cxclusivenunt  de  la  différen- 
tiation  cKs  dérivées  premières  qui  figuient  dans  les  seconds  membres, 
sont  paramétriques,  ou  bien  principales,  mais  de  genres  inférieurs  à  v. 
Car  les  dérivées  premières  en  question  sont  essentiellement  paramé- 
triques, et  leur  présence  dans  les  seconds  membres  des  équations  que 
l'on  a  différentiées  exige  que  les  variables  qui  sont  paramétriques  pour  u 
le  soient  aussi  pour  les  intégrales  auxquelles  elles  appartiennent  (2,  II). 
Les  dérivées  d'ordre  ii  qui  en  naissent  impliquent  donc  nécessairement 
une  différentiatiun  paramétrique  de  plus,  au  moins,  que  les  dérivées 
d'ordre  n  et  de  genre  v  qui  se  sont  formées  dans  les  premiers  membres; 
car  toute  difféientiatiou  qui  est  ]>aramétrique  pour  ces  dernières  l'est 
aussi  pour  les  premières,  et  les  premières  proviennent  de  dérivées  prin- 
cipales ,  tandis  que  les  autres  proviennent  de  dérivées  paramétriques. 

Cela  posé,  les  nouvelles  identités  fournies  par  ces  n  —  i  différentia- 
tions donnent  précis-éinent  aux  dérivées  d'ordre  n  et  de  genre  v  de 
l'intégrale  u  la  forme  voulue  par  l'énoncé. 

S.  Nous  désignerons  par  (A)  les  identités  du  premier  ordre  résul- 
tant de  la  subblitutioii  dts  intégrales  dans  le  système  immédiat  pro- 
posé [a],  et  par  (B)  toutes  celles  subséquentes  résultant  de  la  diffé- 
ientiatiou indéfinie  des  premier(  s  et  fournissant  pour  Us  dérivées 
principales  des  intégrales  les  expressions  dont  nous  venons  de  parler. 

En  disposant  ces  relations  par  ordres  et  genres  croissants,  leurs 
seconds   membres   ne  contiendront   ainsi   jiour  chacune,   outre    les 
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dérivées  purement  paramétriques,  que  des  dérivées  principales  an- 
térieurement obtenues,  et  l'élimination  partielle  ou  totale  de  ces 
dernières  fournira  pour  les  dérivées  principales  d'ordres  supérieurs 
une  multitude  de  représentations  analogues  à  celles  que  donnent  les 
identités  primitives  (B).  Mais  nous  n'avons  à  notrr  que  celles  dont  il 
est  question  ci-après. 

6.  Théorème.  —  Les  dérivées  principales  d'ordre  ii  d'un  groupe 
d'intégrales  ordinaires  du  système  immédiat  [a]  s'expriment,  sans 
distinction  de  genres ,  en  Jonctions  composées  olotropes,  des  variables 
indépendantes,  des  intégrales  elles-mêmes  et  de  leurs  dérivées  paramé- 
triques d'ordres  égauoc  ou  injérieurs  à  n. 

Effectivement,  dans  le  premier  genre  de  l'ordre  n,  les  expressions  des 
dérivées  principales  données  par  les  identités  (B)  renferment  seule- 
ment des  dérivées  quelconques  d'ordres  inférieurs  à  ii  et  des  dérivées 
paramétriques  n'™"  (4).  Celles  du  second  genre  contiennent  les  mêmes 
dérivéeset,  en  outre,  celles  du  premiergenre;  ces  dernières  disparaîtront 
donc,  si  ou  leur  subslilur  les  fonctions  composées  qui  leur  sont  équi- 
valentes. Les  deux  premiers  genres  se  trouvant  ainsi  débarrassés  des 
dérivées  principales  n^'^""'\  on  passera  an  troisième,  puis  au  qua- 
trième, .  .  .,  puis  enfin  au  îi^""""  d'où  l'on  cliassera  successivement  de 
la  même  manière  toutes  les  dérivées  princijjales  d'ordre  n. 

Dans  chaque  ordre,  cette  opération  ne  laisse  subsister,  en  fait  de 
dérivées  principales,  que  celles  des  ordres  inférieurs.  Si  donc  on  re- 
prend successivement  tous  les  ordres  pour  chasser  de  chticun  les  dé- 
rivées principales  des  ordres  inférieurs,  toutes  les  dérivées  principales 
des  intégrales  revêtiront  la  forme  voulue. 

Je  désignerai  par  (C)  l'ensemble  des  identités  qui  fournissent  ces 
nouvelles  représentations  des  dérivées  principales  d'ordres  supérieurs. 
Quant  aux  expressions  des  dérivées  principales  premièies,  elles  se  tire- 
ront toujours  des  identités  primitives  (A). 

7.  Théorème.  —  Soient  jTo,  j^,  z^,  .  ..  des  valeurs  particulières 
attribuées  aux  variables  indépendantes  x,  y,  z,  . . .  dans  les  limites 
d'olotropie  d'un  groupe  donné  d'intégrales  ordinaiics  du  système  im- 
médiat {a)\  si  l'on  connaît  seulement  les  valeurs  que  prennent  ces  in- 
tégrales et  leurs  déris<ées  paramétriques  de  tous  ordres  pour  x  =  x„, 

Jour/1,  de  Math.  {3'  série),  tome  \1. —  Juillet  1.S80.  ■31 
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y  =--  y^,  z  =  z-a,  ...,  on  pourra  calculer  les  valeurs  correspondantes  de 
leurs  dérivées  principales  de  tous  ordres,  et  par  suite  construire  les  déve- 
loppements de  ces  intégrales  en  séries  entières  par  rapport  à  x  —  3C„, 

Effectivement,  puisqu'il  s'agit  d'intégrales  ordinaires,  les  valeurs  en 
JCg,j\,  z„,  ...  des  variables,  des  intégrales  considérées  et  de  leurs 
dérivées  paramétriques  premières  tombent  dans  les  limites  d'olotropie 
des  seconds  membres  des  équations  (a);  on  peut  donc  faire  usage  des 
relations  (A),  [C]  pour  x  —  a-„,  j  =  f^,  z  =  Zo,  ....  Les  formules  (A)», 
(C)o  qui  en  résultent  donnent  évidemment  les  valeurs  correspondantes 
des  dérivées  principales  exprimées  seulement  au  moyeu  de  celles  des 
variables,  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramétriques,  c'est-à- 
dire  au  moyen  de  quantités  qui  par  bypothèse  sout  connues. 

8.  Selon  l'usage,  nous  nommerons  valeurs  initiales  des  variables 
indépendantes  des  valeurs  particulières  telles  que  jr^„, j'o,  z„,  ...,  à 
jjartir  desquelles  on  développe  simullauémenl,  par  la  formule  deTaylor, 
des  intégrales  ordinaires  du  système  {a).  Nous  tlounerons  la  même  qua- 
lification aux  valeurs  que  prennent,  pour  x  =  Xa.,j  =  Jo)  ^  =  r,,,  . .  ., 
les  intégrales  et  leurs  dérivées  do  tous  ordres. 

Nous  appellerons  aussi  détermination  initiale  de  tbaque  intégrale* 
ia  fonction  de  ses  seules  variables  paramétriques,  à  laquelle  elle  se 
réduit  quand  ses  variables  principales  prennent  leurs  valeurs  initiales. 


9.  THÉoniîME.  —  On  peut  également  former  les  développements  d'un 
groupe  d'intégrales  ordinaires  dont  on  connaît  seulement  les  détermi- 
nations initiales. 


Effeclivemetit,  les  valeurs  initiales  des  dérivées  de  tous  ordres  des 
déterminations  initiales  de  nos  intégrales  sont  évideuimcnt  les  mêmes 
que  celles  de  ces  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramétriques  de  tous 
ordres.  La  connaissance  des  déterminations  initiales  équivaut  donc  à 
celle  des  quantités  au  moyen  desquelles  les  formules  (A)^,  (€)„  du 
n"  7  permettent  d'écrire  les  développements  dont  il  s'agit. 

10.  Il  faut  noter  qu'en  appelant  (B),,  ce  que  deviennent  les  rela- 
tions (B)  du  n"  5,  pour  x  =  Xo,  j  =  foi  z  =  Zo>  ■  ■  ■■>  l'ensemble  des 
formules  (A)„,  (B)o  équivaut  tout  à  fait  à  celui  des  formules  (A)o,  (C;)„ 


IMTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS    AUX     DÉRIVÉES    PARTIELLES.  3.43 

pour  le  calcul  des  valeurs  iniliales  d'intégrales  ordinaires  à  détermina- 
tioiis  initiales  connues.  La  seule  différence  consiste  en  ce  que  les  pre- 
mières ne  peuvent  être  résolues  que  successivement  par  ordres  et  genres 
croissants,  tandis  que  cette  nécessité  n'existe  pas  pour  les  seconds,  où 
l'élimination  des  dérivées  principales  d'ordres  et  de  genres  moindres 
a  précédé  la  réalisation  de  l'hypothèse  particulière  x  =^  jc^,  y  =  j-„^ 

z  =  z-o 

La  structure  sensiblement  moins  compliquée  des  formules  (B)„  nous 
les  fera  préférer  plus  lard  (n"  15,  IV,  4°,  5",  6°  i/ij.). 

Systèmes  immédiats  passifs. 

11.  L'algorithme  indéfini  conleim  dans  les  formules  (A)„,  (C)„  du 
n°  7  permet,  comme  nous  venons  de  le  voir,  de  reconstituer  en  quelcpie 
sorte,  au  moyen  des  équations  différentielles  (a),  un  groupe  d'intégrales 
ordinaires  dont  on  counailrait  seulement  les  déterminations  initiales. 

Maison  peut  évidemment  l'appliquer  aussi  à  un  groupe  de  fonctions 
arbitrairement  choisies,  en  même  nombre  que  les  fonctions  inconnues 
i\\\  système  [a]  et  ne  dépendant  respectivement  que  des  variables  para- 
métriques de  ces  dernières,  quand  bien  même  on  ignorerait  que  ces 
fonctions  arbitraires  sont  les  déterminations  initiales  de  quelque  groupe 
d'intégrales  ordinaires. 

Effectivement,  pour  que  les  formules  (A)o,  (C),,  ne  soient  pas  illu- 
soires, il  suffit  simplement  que  chacune  des  fonctions  arbitraires  soit  olo- 
trope  quand  ses  variables  |irennent  les  valeurs  qu'elles  ont  dans  la  suite 
Xo,Jo;  ^0)  •  ■  -,  6'  1^16  l'attribution  de  ces  valeurs  initiales  aux  variables 
indépendantes,  des  valeurs  initiales  correspondantes  des  fonctions  ar- 
bitraires et  de  leurs  dérivées  premières  aux  fonctions  inconnue^  et  à 
leurs  dérivées  paramétriques  premières,  considérées  un  instant  les  unes 
et  les  autres  comme  autant  d'autres  variables  indépendantes,  rende  tous 
olotropes  les  seconds  membres  des  équations  [n)  [P.  96]. 

Cela  posé,  il  y  a  lieu  de  se  demander  si,  dans  tous  les  cas,  les  déve- 
loppements obtenus  de  cette  manière  convergent  et  représentent  des 
intégrales  simultanées  des  équations  différentielles  proposées.  La  solu- 
tion de  cette  question  exige  une  distinction  fort  importante  (piil  faut 
faire  avant  tout. 
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12.  Ln  constniclion  de  celle  des  relations  (C)  qui  correspond  à  une 
dérivée  ])rincipalc  déterminée  d'nne  intégrale  hypothétique  présente 
deux  phises  :  i°  la  dif'férentiation  de  l'une  des  équation  (A)  conve- 
nablement choisie,  opération  qui  conduit  à  la  relation  correspondante 
dans  (B  )  ;  2"  l'élimination  des  dérivées  principales  de  genres  et  d'ordres 
moimlres  qui  figurent  dans  cette  relation. 

Quand  les  dérivées  iloiit  i\  s'agit  est  simple,  c'est-à-dire  quand  les 
diftVrentiations  que  comporte  sa  formation  n'intéressent  (avec  les  va- 
riables paramétriques)  qn'/^/ze  seule  variable  principale  de  l'intégrale 
hypothétique  correspondante,  le  choix  de  Téquation  (.4.)  à  différentier 
n'a  rien  d'arbitraire;  on  ne  peut  évidemment  partir  que  de  celle  qui 
exprime  la  dérivée  première  de  l'intégrale  prise  par  rapport  à  l.i 
même  vari;:ble  principale. 

Mais  quand  cette  dérivée  est  complexe,  c'est-à-dire  quand  elle 
provient  de  différentiations  intéressant  à  la  fois^/««e«/i' vaiiables  prin- 
cipales distinctes,  il  est  évi  ient  que  ce  choix  peut  se  faire  de  plusieurs 
manières,  et  cpie  plusieurs  relations  existent  dans  le  groupe  (B)  pour 
cette  même  dérivée.  On  peut  effectivement  j)artir  de  l'une  quelconque 
de  celles  des  identités  (A)  qui  ont  pour  premiers  membres  les  dérivées 
premières,  de  l'intégrale  hypothétique,  prises  par  rajiport  à  l'une  ou  à 
l'antre  des  variables  principales  dont  il  s'agit. 

Toute  dérivée  coaijdexe  d'une  intégrale  hypothétique  a  donc  déjà 
plusieui's  formes  primitives,  c'est-à-dire  de  la  nature  de  celles  que 
donnent  les  relations  (B),  par  cela  seul  que  ces  formes  peuvent  être 
tirées  i)ar  différentiation  tie  plusieurs  des  identités  f  A).  Mais  cette  mul- 
tiplicité s'accroît  encore  dans  une  mesure  de  plus  en  plus  considérable 
par  l'arbitraire  qui  préside  au  choix  des  expressions  multiples  à  sub- 
stituer aux  dérivées  complexes  antérieures  pour  les  éhminer.  Quelque- 
fois uiéuie,  elle  s'iiuroduit  pour  la  même  cause,  jusque  dans  les 
expressions  définitives  des  dérivées  simples  dont  les  formes  primiiives 
peuvent  contenir  des  dérivées  complexes  et  partant  susceptibles  de 
plusieurs  modes  d'élimination. 

Ainsi, en  réalité,  le  groupe  C  peut  contenir  plus  d'inie  relation  pour 
une  même  dérivée  principale,  et  par  suite  les  fornudes  (C)o  donner  de 
plusieui's  manières  la  valeur  initiale  d'iuie  seiublal)le  dérivée.  A  la 
vérité,  cette  p  irticidarité  ne  peut  troubler  en  rien  notre  algorithme, 


INTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  l[^i 

quand  on  pari  de  fonctions  arbitraire^  que  Von  sait  être  réellement  les 
déterminalions  initiales  de  (jueUine  groupe  d'intégrales  ordinaires  ;  car 
alors  les  diverses  relations  qui  existent  pour  chaque  dérivée  s'accordent 
de  toute  nécessité,  au  mo\v\?,  numériquement,  sinon  rdgcbriquement. 
Mais  cette  diversité  combinée  avec  l'indéterniination  des  fonctions 
arbitraires  fuit  concevoir  la  possibilité  du  contraire.  Quand  cette  cir- 
constance se  présente,  l'existence  des  intégrales  admettant  pour  déter- 
minations initiales  les  fonctions  arbitraires  choisies  devient  absoluînent 
impossible.  Car  si  deux  des  formules  (C)o  seulement  donnent  des 
résultats  différents  pour  la  valeur  initiale  d'une  même  dérivée  princi- 
p^ile,  le  groupe  des  équations  proposées  (a\  dont  la  diffeientialion  et 
la  transformation  ont  engendré  celle  des  deux  formules  à  laqutUe  on 
n'aura  pas  emprunté  la  valeur  initiale  adoptée,  ne  sera  certainement 
pas  satisfait. 

L'équivalence  ;»//??e77(y?^e qui  est  ainsi  préalablcuîent  nécessaire  entre 
toutes  celles  des  formules  (C)o  qui  sont  relatives  à  une  même  dérivée 
peut  résulter  de  deux  causes  bien  différentes  :  i°  pour  certains 
systèmes  immédiats,  d'un  choix  de  fonctions  arbitraires  spécial'.'ment 
appropriées  à  leur  nature  et  aux  valeurs  initiales  des  variables;  2'^  pour 
d'autres  syslèiucs,  de  leur  constitution  intime  qui,  à  elle  seule  et 
indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  des  fonctions 
arbitraires  et  sur  les  valeurs  initiales  des  variables,  assuie  l'identité 
algébrique  àç?,rA.\X\oi\&  (C)  ayant  pour  formes  initiales  les  formules  (C)„ 
dont  il  s'agit,  et  par  suite  la  coïncidence  numérique  de  ces  dernières. 

Je  nommerai  passifs  les  systèmes  immédiats  delà  seconde  classe,  qui 
sont  de  beaucoup  les  plus  importants  k  considérer.  I.a  proposition 
suivante  fournit  le  moyen  de  les  distinguer  des  autres. 

15.  Théorèaie.  —  Pour  que  le  système  immédiat  [a)  soit  passif,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  expressions  fournies  par  les  rela- 
tions (C)  pour  toute  dérivée  complexe  seconde  d'une  fonction  inconnue 
quelconque  soient,  dans  tous  les  cas,  des  fonctions  identiquement  égales 
des  variables  x,j,  z,  .  .  .,  des  jonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  premières  et  secondes,  ces  trois  derrùères  sortes  de 
quantités  étant , bien  entendu,  considérées  pour  un  niojiieut  comme  autant 
d'antres  varicddes  indépendantes. 
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En  effet,  dans  les  formules  (€)„  les  valeurs  initiales  des  variables, 
des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramétriquesentrent  exac- 
lementdela  même  manière  que  les  valeurs  générales  de  ces  trois  espèces 
de  quantités  dans  les  relations  correspondantes  de  (C).  Donc,  en  par- 
ticulier, comme  les  deux  valeurs  initiales  d'une  même  dérivée  complexe 
seconde  doivent  être  numériquement  égales  dans  tous  les  cas,  il  faut 
bien  que  ces  deux  expressions  générales,  fournies  par  les  relations  (C) 
en  fonction  des  variables  indépendantes,  des  fonctions  inconnues  et  de 
leurs  dérivées  pai'amrétriques  des  deux  premiers  ordres,  soient  égales 
entre  elles,  quelles  que  soient  les  valeurs  |iarliculières  attribuées  à  ces 
quantités  indépendamment  les  unes  des  autres,  c'est-à-dire  identique- 
ment. 

Nous  prouverons  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante,  en 
montrant  qu'elle  entraîne  entre  les  exjn'essions  multiples  de  toutes  les 
autres  dérivées  l'idenlité  qu'elle  exprime  pour  les  dérivées  complexes 
du  second  ordre. 

I.  Dans  le  calcul  de  chacune  des  identités  (B),  les  diffcrentiations  à 
exécuter  sur  celle  des  identités  (A)  d'oii  elle  se  tire  pet/vent  être  ijiter- 
verties  d'une  manière  quelconque.  Ce  premier  point  est  évident, 

II.  Par  consé(]uent,  deux  expressions  transitoires  Journies  par  les 
relations  (B)  pour  une  même  dérivée  complexe  quelconque  peuvent  être 
dédiâtes,  par  des  différentiations  identiques,  de  deux  semblables  choisies 
comenablement  parmi  celles  que  les  mêmes  relations  [B)  Jburjiissefit 
pour  la  dérivée  complexe  du  second  ordre  dont  la  proposée  peut  être 
considérée  comme  étant  une  dérivée. 

III.  Quand  deux  expressions  F,(U,,  V,,  ...),  r2(U2,  V^,  ...)  se 
réduisent  à  une  même  Jonction  composée  j  (u,  v,  ...)  des  Jonctions 
simples  u,  i',  ...,  par  la  suhstitutio/i  à  U,,  V,,  ...,  d'une  part  ^  à 
Uo,  V;,  .  . .,  d'autre  par  f ,  de  certaines  fonctions  composées  -j,  (m,  t»,  .. .), 
'■Pi{u,  V,  ...)...,  V2{u,v,  ...),  <p2[u,  V,  ...)...,  des  mêmes  Jonctions  sim- 
ples^ les  dérivées  senddables  de  F,,  F,  prises  par  rapport  aux  variables 
indépendantes,  et  exprimées  selon  les  règles  de  la  différenliation  des 

Jonctions  composées  au  mojen  des  dérivées  indéterminées  f/e  U, ,  V, ,  ... 
Uj,  V^,  ...  deviennent  respectivement  aussi  identiques  entre  elles  [et 
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n  la  dérivée  semblable  def)  par  la  substitution  de  v,,  's,,  . . . ,  v.,,  ç.,,  .  . . 
et  de  leurs  dérivées,  «  U, ,  V, ,  . . .,  Uo,  \n,  .  ..,  et  à  leurs  dérivées. 

C'est  une  conséquence  évidente  de  la  loi  de  formation  des  dérivées 
des  fonctions  composées. 

IV.  Si  notre  proposition  est  vraie  jusqu  au  genre  v  de  l'ordre  n  inclu- 
sivement, elle  l'est  aussi  pour  les  dérivées  complexes  de  genre  v  -\-  i{^n) 
du  même  ordre. 

Soient,  en  effet,  A,,  A.,  deux  expressions  fournies  jsoiir  une  même 
dérivée  complexe  d'ordre  n  et  de  genre  v  +  i  par  les  relations  (B), 
et  5|,  c?2  celles  semblables  dans  le  second  ordre,  d'où  on  peut  les  tirer 
par  des  différenliations  identiques  (II)  (difféientiations  eu  nombre  évi- 
demment égal  k  n  —  2).  Remplaçons  en  outre  |)ar  autant  de  lettres 
différentes,  savoir  U,,  V,,  . . .  pour  §,,  U.,,  Vo,  . .  .  pour  o„,  les  variables, 
les  fonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  figurant  dans  ces  deux  ex|}res- 
sions.  A,  et  A,  se  présenteront  immédiatement  sous  forme  d'expressions 
renfermant  seulement,  l'une  U,,  V,,  ...  et  leurs  dérivées  (encore  indé- 
terminées), l'antre  Un,  Vn,  ...  et  leurs  dérivées  (également  indétermi- 
nées). Mais,  comme  c?,,  ôo  deviennent  identiques  par  hypothèse  quand 
on  substitue  à  U,,  V,,  ...  d'une  part,  à  U2,  Vj,  ...  d'autre  part,  leurs 
expressions  en  u,  v,  . .  .,  lettres  par  lesquelles  nous  représenterons  un 
instant  les  variables  indépendantes  Jc,  y,  z,  . . .,  les  fonctions  inconnues 
et  leurs  dérivées  paramétriques  des  deux  premiers  ordres,  A,  et  A2, 
s'identifieront  aussi  par  la  même  substitution  étendue  aux  dérivées  qui 
s'y  sont  introduites  (lH). 

Ainsi  A,,  Ao  sont  maintenant  des  expressions  identiques  eii  u.  v,  .  .  . 
et  en  quelques-unes  de  leurs  dérivées;  elles  le  seront  donc  encore  après 
la  substitution  finale  à  ces  dernières  quantités  de  leurs  exiiressions  au 
moyen  des  variables,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques  d'ordres  égaux  à  n  ou  moindres.  Car  les  seules  quantités 
chassées  par  celte  substitution,  qui  soient  susceptibles  d'expressions 
multiples,  sont  des  dérivées  principales  d'ordres  et  de  genres  au  plus 
égaux  à  n  et  à  v,  dont,  par  hypotlièse,  les  expressions  de  toutes  ori- 
gines sont  identiques. 

V.  Quand  la  proposition  est  vraie  jusqu'à  la  même  limite  que  ci-dessus. 
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elle  l'est  aussi  pour  les  dérivées  simples  de  genre  v  -\-  i  et  d'ordre  n,  si 
V  -hi  Sn,  et  pour  celles  du  premier  genre  de  l'ordre  n  -h  i,  si  v  =  n. 

Effectivement,  nous  avonsfail  remarquer déj à  (  12)  que  les  relations (B) 
ne  |)euvent  donner  |)lus  d'une  représentation  pour  chaque  dérivée 
simple,  et  que  la  uiultiplicité  des  relations  (C),  se  rapportant  à  une 
même  dérivée  de  cette  espèce,  ne  pouvait  provenir  que  de  la  diversité 
des  formes  fournies  par  les  mêmes  relations,  pour  les  dérivées  de  genres 
et  d"oidres  moindres,  qu'd  faut  en  éliminer.  L'individualilé  constante 
que  noire  hypothèse  attribue  aux  dérivées  d'ordres  et  de  genres  non 
supérieurs  à  n  et  à  v,  qui  sont  seules  à  chasser  des  expressions  primitives 
des  dérivées  simples  d'ordre  ii  et  de  genre  v  +  i  ou  d'ordre  «  4-  i  et  de 
genre  i ,  assiu-e  donc  celle  de  ces  dernières. 

VI.  Notre  proposition  est  vraie  d'elle-même  pour  les  dérivées  prin- 
cipales premières  et  pour  celles  qui  appartiennent  au  |)remier  genre  du 
second  ordre;  elle  est  vraie  par  hypothèse  pour  les  dérivées  complexes 
du  second  ordre  (elles  appartiennent  au  genre  2)  :  donc  elle  est 
générale. 

Car  l'emploi  allern  tif  des  lemmes  (IV)  et  (V)  permet  de  l'étendre 
successivement  aux  dérivées  simples  du  genre  2  du  second  ordre,  à 
celles  du  genre  i  du  troisième  ordre  (les  piemiers  genres  ne  contiennent 
aucune  dérivée  complexe),  aux  dérivées  complexes,  puis  aux  dérivées 
simjiies  du  second  genre  dans  le  troisième  ordre, . . .  etc.,  et  indéfiniment, 
en  passant  toujours  d'un  genre  au  suivant  dans  le  même  ordre,  ou  au 
premier  de  l'ordre  suivant,  quand  le  genre  considéré  est  le  dernier  de 
son  ordre. 

14.  La  passivité  d'un  système  immédiat  est  ainsi  subordonnée  à  l'exis- 
tence de  certaines  identités  entre  <:es  expressions  impliquant  les 
variables,  les  fonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  paramétriques  des 
deux  premiers  ordres,  expressions  dont  1rs  rapports  avec  les  seconds 
meuibres  des  équations  différentielles  doiniées  sont  établis  par  les  con- 
sidérations des  n"*  6  et  12;  je  nommerai  ces  identités  les  conditions  de 
passivité  [^  )  du  système  de  ces  équations. 

(')  Cette  dénoniinatinn  me  semble   préférable  à  celle  <le  conditions  (Vintègrahilile, 
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Comme  chaque  dérivée  complexe  seconde  en  donne  une,  leur 
nombre  est  égal  à  celui  de  ces  dérivées,  c'est-à-dire  à  la  somme  des 
noiiibr<;s  qui  pour  chaque  fonction  inconnue  expriment  combien  ses 
variables  |)rincipales  offrent  des  combinaisons  deux  à  deux. 

Pour  des  nombres  donnés  de  variables  indépendanles  et  de  fonctions 
inconnues,  les  conditions  de  j^assivité  sont  en  nombre  maximum 
quand  les  variables  sont  toutes  principales  pour  ciiacune  des  fonctions, 
c'est-à-dire  quand  les  équations  proposées  sont  aux  différentielles 
totales  (P.  259). 

l.e  sy-tème  proposé  est  au  contraire  passif  sans  conditions,  quan.i 
chaque  fonction  n'a  pas  plus  d'une  variable  principale,  ce  qui  arrive 
par  exemple  pour  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires  et 
pour  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles. 

lo.  Voici  enfin  la  proposition  qui  assure  l'existence  des  intégrales 
ordinaires  d'un  système  immédiat  passif: 

Théorème.  —  Cojn  idérous  un  instant  dans  le  système  'a)  les  variables, 
les  Jonctions  inconnues  et  leurs  dérivées  paramétriques  premières, comme 
autant  de  variables  indépendantes  distinctes,  représentées  graphique- 
ment, selon  l'usage,  par  des  points  en  même  nombre  rapportés  chacun 
dans  son  plan  à  un  couple  d'axes  rectangulaires. 

Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  quantités  tombant  à  l'intérieur 
d'aires  limitatives  (S)  données  dans  les  plans  coordonnés,  les  seconds 
membres  des  équations  {a)  en  sont  jonctions  olotropes,  et  si  les  conditions 
de  passivité  sont  satisjaiics  (^ii),  ces  .équations  admettent  en  cc^,  r„. 
Zfl,  ...,  valeurs  initiales  des  variables  prises  à  volonté  dans  celles  des 
aires  (S)  qui  leur  correspondent,  un  groupe  [unique)  d'intégrales  ordi- 
naires  (olotropes)  ajant  pour  déterminations  initiales  des  Jonctions 
olotropes  de  leurs  variables  paramétriques ,  choisies  arbitrairement  sous 
la  simple  condition  que  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  dérivées 
premières  tombent  dans  celles  des  aires  (S)  qui  iont  relatives  aux 
Jonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées  para'nétriques  premières. 


parce  que  des  intégrales  |)iiivent  exister  sans  (]iie  ces  comlitions  soient  satisfaites.  C'est 
ce  (|ue  j'ai  dijà  fait  voir  pour  les  cijiiations  différentielles  totales  [P.  2C3). 

Jour/1,  de  Math,  (j*  scl'ie;,  t.  \'I.  —  JriLLTT  1880.  *^2 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  évidemment  d'établir  les  deux 
points  suivants  : 

1°  Les  séries  entières  en  x  —  x^,  y  —  }'„,  z  —  z^,  . . .,  construites  à 
Vaide  desjormules  indéfinies  (  A  )„,  (  C)o  du  n°  7  sont  toutes  convergentes 
pour  des  modules  suffisamment  petits  de  ces  dijjérences. 

2."  Les  sommes  de  ces  séries  sont  ejjectivement  des  intégrales  des 
équations  dijjérentielles  proposées  (a). 

La  vérification  du  second  point  ne  présente  aucune  difficulté,  le 
premier  une  fois  acquis;  car  les  formules  (  A)^,  (B)o  d'où  peuvent  aussi 
être  tirés  les  coefficients  inconnus  des  divers  ternies  de  nos  séries  (10  i 
expriment  évidemment  qu'après  la  substitution  des  sommes  de  celles- 
ci  dans  le  système  proposé  [a),  les  deux  membres  de  chaque  équation 
diflérentielle  deviennent  des  fonctions  de  x,  j,  s,  . . . ,  égaies,  elles  et 
toutes  leurs  dérivées,  pour  x  —  x„.  j  =  ;„,  s  =  Zo,  •  •  -,  c'est-à-dire 
des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes,  identiquement  égales 
l'une  à  l'autre  (P.  73). 

Nous  n'avons  plus  à  nous  occuper  que  du  premier  point,  c'est-à-dire 
de  la  convergence  des  développements  des  intégrales;  je  raisonnerai 
comme  il  suit,  en  rappelant  d'abord  certains  principes  particuliers  siu- 
lesquels  j'aurai  à  m'appuyer. 

I.  Soient  i°J{u,  x,}-,  z,  ...)  une  Jonction  olotrope  dans  des  aires 
données  avec  des  olomètres  {P.  45)  supérieurs  à  la  quantité  positive  r; 
2"  M  une  limite  supérieure  du  module  de  cette  Jonction,  tant  dans  ces 
aires  que  dans  les  espaces  extérieurs  contigus  dont  tous  les  points  se 
trouvent,  relativement  à  quelques  points  des  aires  considérées,  à  des 
distances  comprises  entre  r  et  les  olomètres  correspondants  [P.  47,  3" 

et  65  )  ;  3"  g,  h  des  quantités  positives  quelconques  supérieures  à  -  : 
4°  p,  q  des  entiers  positijs  quelconques. 

En  Uq,  x„,  Jo,  Zo,  ..  .,  valeurs  particulières  des  variables  prises  à 
volonté  dans  les  aires  en  question,  le  module  d'une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque de  Jiu,  X,  7",  z,   ..."l  est  injérieur  à  la  valeur  {évidemment 
positive)  que  prend  en  //„,  Xo,  jo,  ^o»  ■■■la  dérivée  semblable  de  la 
Jonction 

(i)    M:|[i  -  g{u  -  uj,^[i  -  /i{^r-.r„  +  r  -}-,-hz-  r„ -+-  ...)]''  \. 
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Cette  proposition  est  contenue  dans  celle  du  n"  137  de  mon  Ouvrage, 
qui  est  elle-même  l'extension  d'une  autre  due  à  Caucliy. 

II.  L'équation 

(2)  ^*=H-T, 

S  désignant  un  entier  quelconque ,  est  satisjaite  identiquement  par  la 
substitution  à  i];  d'une  certaine  fonction  de  r,  '\is{'^)j  olotrope  en  r  =  o, 
s'j-  réduisant  à  i,  et  y  ayant  un  olomètre  égal  à  i  {P.  138). 

III.  En  conservant  aux  lettres  p,  q  les  mêmes  significations  que 
ci-dessus  {l),  en  supposant  q  ^  i ,  et  en  appelant  [j.,  y,  n  des  constantes 
positives  quelconques,  l'équation  différentielle 

(3)  ''^ 


dt         [l  —  -juY  [\  —  -n  t  1 

admet  pour  w  une  intégrale  (5),  fonction  de  t,  qui  est  olotrope  ei 
s'annule  pour  t  ^=^  o,  et  dont  les  dérivées  j  prennent  toutes  des  valeurs 
positives. 

f^a  fonction  composée  de  t, 

» 

où  'iip+,  désigne  la  détermination  de  la  fonction  olotrope  f\i,  (r)  dir 
lemme  précédent  qui  correspond  k  s  =  p  +  i,e&t  évidemment  olotrope 
au  point  i  =  o  en  vertu  de  la  théorie  des  fonctions  composées  [P.  95-), 
puisque  la  fonction  simple 


-^2p\: ^-1 


est   olotrope  et  s'annule  en  t  =  o,  et  que  la  composante  iJ//,^,(t)  est 
olotrope  en  t  =  o. 

Cette  fonction  composée,  qui  s'annule  évidemment  avec  t,  satisfait 
identiquement  à  l'équation  (3);  car,  en  la  désignant  par  w,  on  trouve 
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iniiiiédiatemenl 

) 


( /^-4-i)v  r 

I  —  yoj  —  <^,.+  ,     -. '—  U.     I 


q  —  I  1>?  '    !  I  —  nt  ,^- 

tl'où,  conformément  à  la  définition  de  4'/>+m 


I  —  vw  P*^  =  I  +  -^^ —  u. 


\  —rj  'I    '} 


pins,  en  différeniiant  par  rapport  à  /, 


(I   -JU>P--  =  ■■ -, 

relation  équivalente  à  l'équation  différentielle  proposée. 

^îaintenant,  en   vertu  du  théorème  du  n"  4  appliqué  à  l'équation 
différentielle  (3),  la  dérivée  d'ordre  n-hi  de  la  fonction   a(t)  ain>i 

fletermniee  s  cxnrune  au  moyen  de  t.  oj,  —ri  — rv  ••'  -,—  seulemtnt; 
'  "  ^     ^  de     dt'  dt" 

et,  en  vertu  de  la  théorie  des  fonctions  composées,  cette  expression  est 
un  nolvnùme  eiitier  en  '—-■,  — — •  ■••,  -— ,  dont  les  coefficients  sont  les 

'       '  dt       dt'  dt" 

produits,  par  certains  facteurs  numériques,  de  quelcjues  dérivées  par- 
tielles du  second  membre  de  l'équation  (3),  où  ^,  co  seraient  considérées 
un  instant  comme  deux  variables  indépendantes  distinctes;  et  les  termes 
de  ce  polynôme  sont  tous  précédés  du  ^.igne  +. 

Pour   t=o,   avons-nous  dit,  on   a   oj  =  o,  et   pour  ^  =  «=^0   les 
dérivées  partielles  du  second  membre  de  (3)  sont  évidemment  positives. 

Donc  il  est  certain  cpie  -—;:;  est  aussi  positive  pour  (  =  u,  si  —, 
:7--'  ■•■■>  -r-  le  sont  toutes  pour  cette  même  valeur  de  t,  et  par  suite 

dt  '  dt"  '  ' 

que  les  dérivées  de  w(i)  sont  indéfiniment  positives  pour  /  =  o,  comme 
nous  voulons  le  constater,  si  la  première  seulement  jouit  de  celte 
propriété.  Or,  c'est  ce  qui  a  lieu,  puisque  l'équation  (3)  doiuie  immé- 
diatement (  -7-  )    =  p.  à  cause  de  wi'o)  =  o. 

Celte  propriété  des  valeurs  initiales  des  dérivées  de  w(/)  se  déduirait 
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facilement  encore  de  l'étiuîe  directe  de  l'expression  (Z|),  faite  en  tenant 
com|)te  de  la  nature  spéciale  de  la  fonction  •^p^^  (II). 

Pour  limite  inférieure  de  l'olomèlre   de   ui.l)  en    ^  =  o,   on   peut 
prendre  toute  quantité  positive  p  telle  que,  pour  inod./-<p,  on  ait 


m 


o.!.jf^',.r, 


<>■ 


(I  —  ■nt]i- 

Mais  il  nous  est  inutile  de  pousser  celle  recherche  jusqu'au  bout. 

IV.  La  caiwcrgence  des  développements  des  intégrales  des  équations 
dijjérentielles  proposées  [a)  a  lieu  confortnénient  à  V énoncé  général  ci- 
dessus  formulé^  quand  ces  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées  paramétriques  des  Jonctions  inconnues. 

\°  Pour  fixer  les  idées,  et  pour  ne  pas  obscurcir  le  raisonnement  par 
les  signes  très  compliqués  qui  seraient  nécessaires  à  la  notation  générale 
du  système  [a],  je  considérerai  seulement  un  cas  particulier  :  il  suffira 
amplement  à  montrer  comment  la  démonstration  doit  se  faire  dans 
tout  autre  cas. 

A  cet  effet,  je  prendrai  un  système  («)  renfei niant  seulement  deux 
variables  indépenilanles  a:,  y  et  huit  fonctions  inconnues 

'"'005    ''odi     "011     *'o  I  1    "m-     *'ioi    ''(1)     ''1  I  • 

Pour  les  deux  premières  de  ces  fonctions,  .r,  ;>■  seront  toutes  deux 
paramétriques;  pour  les  deux  suivantes,  x  sera  paramétrique  et  y  prin- 
cipale; pour  les  deux  suivantes,  x  sera  principale  et  y  paramétrique; 
pour  les  deux  dernières  enfin,  les  deux  variables  seront  piincipales. 
Alix  termes  de  la  définition  générale  (2),  le  système  immédiat  (a) 
ne  contient  aucune  équation  différentielle  ayant  pour  premier  membre 
l'une  ou  l'autre  des  dérivées  soit  de  î/oo?  soit  de  l'jio;  mais  il  s'y  trouve  deux 
équations  exprimant  (linéairement)  — -^,  -^  au  moyen  de 

^"m       '^«oo      '/i'o«      «^l'oo      '/«oi      't''ai 
djc       (iy       dx      dr       de  '    U.v  ' 
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deux  autres  exprimant  (de  même)  —z-^i  —  au  moyen  de 

f/Woo      <^«oo      '^"m      '/«'m      ^/"io      <iv,, 
dx       dy       d.T       dy       dr       dy 

/.  .  /  1  .         \    '^«11       dun      di\i      dv,, 

et  quatre  autres  enrin  exprimant  (de  même)  — -?  -j-,  -j- ■>  -rr  au 
moyen  de 

f/Hjj       dUoa      rfi'oo      rfi'oo       '■'«01       «/''m      «^«10      '/•'jo 
dj:        dj       dx       dy        dx       dx       dy       dy 

Dans  toutes  les  expressions  linéaires  qui  constituent  les  seconds 
membres  de  nos  huit  équations,  les  coefficients  de  ces  huit  dérivées 
paramétriques  sont  des  fonctions  de  x,  y,  Hao,  . . . ,  i',,  qui,  en  y  con- 
sidérant un  instantcesdixquantitéscomme  des  variablesindépendantes, 
sont  olotropes  dans  autant  d'aires  données  [1). 

J'appellerai  r,  M  deux  quantités  positives,  la  première  inférieure  à 
tous  les  olomètres  de  ces  fonctions  dans  les  dix  espaces  (2),  la  seconde 
supérieure  à  la  fois  à  i  et  aux  modules  de  toutes  les  valeurs  que 
peuvent  acquérir  les  fonctions  dont  il  s'agit,  tant  dans  les  aires  (2)  que 
dans  les  espaces  extérieurs  contigus  dont  les  points  sont  séparés  de 
quelques  points  de  ces  aires  par  des  distances  supérieures  à  r,  mais 
inférieures  aux  olomètres  ci-dessus  mentionnés. 

Cela  posé,  je  poursuis  ma  démonstration. 

2°  En  posant,  pour  abréger, 

M:|[^i--^(Yo„+$„o+Tn,  +  <I)o,+T,o  +  1',o  +  V,,4-<î)H)      i-7(-^'+;-)]| 

=  0(x,jr,    Yoo,    $00,    Vo,.    <I>oM    Y.o.    •î'io,    T.n    *,,), 

le  sjstème{^j  Informé  par  les  seize  équations  différentielles  totales  qui  éga- 
lent a  90^  [le  nombre  g  représente  ici  le  nombre  total  des  dérivées  para- 
métriques premières  de  u^ot  •••>  ''n  augmenté  de  j)  les  seize  dérivées 
premières  par  rapport  à  x  et  à  y  des  huit  Jonctions  inconnues  Tqo,  • .  • , 
$,,,  admet  un  système  d'intégrales  qui,  en  x  =  j'  =  o,  sont  fonctions 
olotropes  de  x,  )\  s'annulent  et  ont  des  dérivées  de  tous  ordres  essen- 
tiellement positives. 
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On  obtient  évidemment  ces  intégrales  en  faisant,  dans  l'équation  (3), 

p.=  9M=,     7  =  -,     -fl  =  p     p  =  q  =  2, 

en  prenant  l'intégrale  iî(<)  de  cette  équation  déterminée  par  la  con- 
dition initiale  fi(o)  =  o,  et  en  répétant  huit  fois  la  fonction  il[x  -+-  j). 

'5°  Étant  donné  un  système  immédiat  quelconque  d'équations  diffé- 
rentielles (passif  ou  non),  et  des  fonctions  arbitraires  des  variables 
convenablement  choisies,  on  peut,  avons-nous  dit,  construire,  à  l'aide 
des  formules  (A)^,  (B)^  du  n°  10,  des  séries  entières  dont  les  sommes 
conicident  avec  les  intégrales  qui  ont  ces  fonctions  arbitraires  pour 
déterminations  initiales,  quand  il  existe  toutefois  de  semblables  inté- 
grales. Puis  nous  avons  remarqué  (12)  que  ces  formules  [au  fond  elles 
sont  équivalentes  aux  formules  (A)o,  (C)„]  donnent  de  plusieurs 
manières  les  valeurs  initiales  des  dérivées  complexes  des  fonctions 
inconnues. 

Chaque  fois  que  la  marche  du  calcul  amènera  une  nouvelle  dérivée 
complexe,  choisissons  arbitrairement  pour  sa  valeur  initiale  une  des 
quantités  fournies  par  nos  formules,  que  ces  quantités  soient  égales 
ou  ne  le  soient  pas;  mais,  ce  choix  fait  une  première  fois,  adoptojis 
définitivement  cette  valeur  pour  l'application  des  formules  subse'queiites 
au  calcul  des  dérivées  d'ordres  supérieurs.  Il  est  clair  que  les  séries 
formées  de  cette  manière  ne  donneront  pas  en  général  des  intégrales 
du  système  quelconque  dont  nous  [)arlons  en  ce  moment  (12);  mais, 
quand  elles  seront  convergentes,  nous  nommerons  leurs  sommes  des 
intégrales  fictives  du  système  en  question,  satisfaisant  aux  conditions 
initiales  données. 

Ces  intégrales  fictives  sont  ainsi  des  fonctions  olotropes  dont  les 
valeurs  initiales,  à  elles  et  à  toutes  leurs  dérivées,  sont  fournies,  non 
par  la  totalité  des  formules  (A)„,  (B)o,  mais  par  uji  groupe  partiel  indé- 
fini de  cesjonnules.  qui,  à  lui  seul,  suffit  exactement  à  la  construction 
des  intégrales  véritables  de  mêmes  déterminations  initiales,  quand  il 
j  en  a.  Dans  ce  dernier  cas,  nos  intégrales  fictives  deviennent  évidem- 
ment des  intégrales  véritables. 

4"  Appelons  T'^^,  ...,  <1>', ,  huit  nouvelles  Jonctions  inconnues  de 
jr,  y  ;  0'  l'expression  0(x,  j\  Y„y,  ...,$',,),  e^  considérons  le  système 
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égalent 


iininédint   (jS')   semblable  à  (|3),  formé  par   les  seize   éciualions   qui 

fi^o  '^ï'o.  '''^'•">  ''*'.o        A       û' 

— — 5     — —    n     w,     et     — ; — >     — —     a     ifc)    , 

(/.r  tl.r  (h  cl}  ' 

dx  a.v  '  (lY  tly 


dx'.  ,  dr'.  .         d'l>',  ,  d'h'. 


I  i 


(/x  dr  dx. 


-7^     a     1)0' 

dr 


[les  coefficients  7,7,9  o/2f  été  pris  égaux  respectivement  aux  nombres 
totaux  des  dérivées  paramétriques  premières  de  u„^,  ('„„,  u^,,  t'o,,  de 
«00.  ''00»  «10,  ''.0,  de  u„„,  ('„„,  «0,,  t'oi,  "10,  *'io,  ions  augmentés  de  i). 

Le  système  [fi")  ainsi  défini  admet  des  intégrales  fictives  (3°)  satis- 
faisant aux  conditions  initiales  T'^j,  ==  .  . .  =  <I>',  ,  =  o  pour  x  =  ?■  =  n, 
dont  les  diverses  dérivées  ont  des  valeurs  initiales  toutes  positives,  et 
inférieures  ou  au  plus  égales  à  celles  des  dérivées  semblables  des  inté- 
grales correspondantes  du  système  (|3)  (2°). 

Il  résulte  de  riiypothèse  M  >  i  et  de  la  nature  relative  tant  des 
fonctions  0,  8'  que  des  équations  (/B)  (/3'),  que,  pour 

ix,    /     —     ^  (I  11   —   •  •   •   '11    —    "1 

les  dérivées  partielles  de  tous  ordres  des  seconds  membres  de.  (|3')  sont 
essentiellement  positives  et  inférieures,  on  égales  au  plus,  aux  valeurs 
prises  eu  x  =  7  =  T,,^  =  . .  .  =  «I), ,  :=  o  par  les  dérivées  semblables  des 
seconds  membres  des  équations  correspondantes  dans  (jS). 

Cela  posé,  le  point  en  question  devient  évident,  si  l'on  applique  à  la 
recherche  successive  des  valeurs  initiales  des  dérivées  des  intégrales 
Y{,„,  ...,  <I'n  du  système  (/5)  celles  des  formules  (A)o  (B)o  que  l'on 
aura  employées  pour  calculer  les  valeurs  initiales  des  déiivées  sem- 
blables des  intégrales  fictives  Y'oo,  ...,$',,  du  système  {fi'). 

5°  yippclons  v^,g,  ..  .,  'j|i  liait  autres  Jonctions  inconnues,  et  posons 
Q'[x,  }',  U|,o,  . . . ,  o , ,  )  =  0 -.  le  système  immédiat  (a' l,  que  forment  liint 
équations  différentielles  égalant 

dy  dy 


a 
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dx  dy  (Ix.  dy  dx  dx 

d\>,„  <-/<p,„ 

dx  d.r. 

d.r  dy  d.v  dy  dy     '         dy 

d'Ji,         d-Jii  dif,,  f/iy,| 

dx  ily  dx  dy 

dx  dy  dx  dy  dr  dx  dy  dy 

admet  des  intégrales  fictives  qui,  elles  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres, 
ont  enx=j==o,  des  valeurs  positives  injcrieures  ou  égales  aux  va- 
leurs prises  en  jc  =  y  =  o  par  les  dérivées  semblables  des  intégrales  de 
mêmes  noms  du  système  (|3). 

Dans  les  formules  (A)^,  (B)„  qui  donnent  les  valeurs  initiales  des 
intégrales  fictives  du  système  (|3'),  effaçons  toutes  celles  relatives  aux 
dérivées  complexes  des  fonctions  T'^ ,,  «I)'^,  et  Y',  „ .  <I>',  ^  qui  proviennent,, 
les  premières  de  la  différentiation  des  équations 

dx     ""         '         dx'   "         ' 

les  dernières  de  celle  des  équations 

dy  dy 

Les  relations  non  effacées  suffisent  au  calcul  de  certaines  intégrales 
fictives  T'^,,,,  ...,  <l)'j ,  du  système  (p')  s'annulant  toutes  pour.r=j  — o, 
et,  en  posant 

Y:,,(.r,  o)=vl^{x),  <D;,(ar.  o)  =  ?;',(x), 

Journ.  de  Math.  (3''  série),  tome  VI.  —  AoiT  18S0.  JJ 
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on  retrouvera   les  mêoies    fonctions  T',.„,   ...,  <!%  ,    pnr  l'intégration 
fictive  (lu  système  i  a')  opérée  en  prenant  pour  conditions  initiales 

'■o,—-->oi[J<^)j  ?oi  =  ■?',;, (.a"),  pour      y  =  o, 

^^.O^^y'.'olj),  ?.0=?','„(j)  pour         O'^rz.O, 

■^,,  =  0,  0,1  =;0,  pour     X  r=  7  =  O. 

Effectivement,  si  l'on  adjoint  aux  équations  (a)  les  huit  équa- 
tions («")  qui  égalent  à  5  les  dérivées  paramétriques  premières  de  v„g, 
...,  ç/,|,  on  formera  un  système,  non  plus  immédiat  il  est  vrai,  mais 
équivalent  au  système  (]S')  en  ce  sens  qu'il  donnera  encore  les  intégrales 
fictives  Vj,,,,  .  . .,  <[\  j , par  l'exécution  faiteparallèlemenf,de  l'algorithme 
restreint  à  l'aide  duquel  nous  avons  tiré  ces  fonctions  des  équa- 
tions '  j>';.  Cela  résulte  de  ce  que,  sauf  la  notation,  les  équations  ;'a" 
sont  identiques  aux  équations  semhlablement  placées  dans  ( ^')  et 
que  les  équations  (a')  ont  été  déduites  de  celles  de  mêmes  rangs  dans 
(j3')  en  substituant  quelquefois  à  9,  second  membre  commun  des 
équations  (a"),  tel  ou  tel  des  premiers  membres  de  ces  mêmes  équa- 
tions. 

Ainsi,  au  point  de  vue  de  l'intégration  fictive,  l'ensemble  des  équa- 
tions («'),  («")  équivaut  au  système  {[i').  Mais  il  est  évident  que  les  con- 
ditions initiales  ci-dessus  posées  équivalent  aux  équations  fa"  .  Donc  le 
système  \  x' j  complété  par  les  conditions  initiales  dont  il  s'agit  a  bien 
pour  intégrales  fictives  les  fonctiotis  V',, „,  . . .,  (l''j  ^. 

Ou  notera  que,  sauf  la  passivité,  le  système  («')  est  semblable  au 
système  1  a)  (1°),  en  ce  sens  qu'il  est  connue  bu  linéaire,  que  les  équa- 
tions sont  en  même  nombre,  et  que  les  mêmes  variables  sont  soit  para- 
métriques, soit  principales,  pour  les  fonctions  inconnues  correspon- 
dantes. On  notera  également  qu'eu  j:  =  r  ==  o  les  intégrales  fictives 
que  nous  venons  de  lui  trouver  ont  des  olométres  au  moins  égaux  à 
ceux  de  la  fonction  £}(jr -H  j'),  valeur  commune  des  intégrales  du 
système  (/3)  (2°). 

6°  La  proposition  énoncée  au  commencement  du  présent  paragraphe 
(IV)  est  vraie  pour  le  système  [a.)  défini  à  l'alinéa  (1°)  si,  les  valeurs 
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X  =  j"  =  iig„  =  . .  .  =  f  1 1  =  o  tombant  dans  les  aires  [1],  les  conditions 
initiales  imposées  sont 

//gg  =  c^^ii  ;=;  o,  quels  que  soient  a-,  )', 

//„,  =  r„|  =  o,  quelque  soit  .r,  pour  j  =  o, 

ll^^,  =  (',„  =  O,  quel  que  soit  j,  pour  .t  =  o, 

u,  I  =  l'i  I  =  o,  pour  .;■  =  ;■  =  o. 

Considérons  en  effet  une  des  relations  (A)„,  (B)^  donnant  la  valeur 
initiale  d'une  dérivée  principale  d'ordre  quelconque  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  intégrales  fictives  i;„„,  ...,  o,,  du  système  (a')  (5");  son 
second  membre,  qui  constitue  l'expression  de  cette  dérivée,  est  im 
polynôme  à  termes  tous  j)ositifs  ayant  pour  facteius  quatre  sortes  de 
quantités,  savoir  :  certains  nombres  entiers,  les  valeurs  initiales  (posi- 
tives) de  quelques  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  v^o,  ■■  -,  9m 
des  coefficients  [û^  ou  Q)  des  dérivées  paramétriques  entrant  dans  les 
seconds  membres  des  équations  {a')  ,  celles  de  quelques  dérivées  para- 
métriques de  Uom  ■  •  •)  Cm  celles  enfin  de  dérivées  principales  d'ordres 
et  de  genres  moindres  de  ces  mêmes  fonctions. 

La  même  relation,  appliquée  au  calcul  de  la  valeur  initiale  de  la 
dérivée  principale  semblable  de  l'intégrale  hypothétique  de  même  nom 
du  système  (a),  a  pour  second  meml)re  un  polynôme  contenant  exac- 
tement de  la  même  manière  les  quatre  sortes  de  quantités  qui  rem- 
plissent dans  ce  système  les  mêmes  rôles  que  ceux  des  quantités  ci- 
dessus  énumérées  dans  (a')  :  les  mêmes  facteurs  numériques,  les  valeurs 

initiales  des  mêmes  dérivées  partielles  par  rapport  à  JC,  j,  ?/„o c,, 

des  coefficients  des  dérivées  paramétriques  dans  les  seconds  membres 
des  équations  {a),  celles  des  dérivées  paramétriques  sembbdjles 
de  Uoa,  ...,.',,,  celles  enfin  des  dérivées  principales  semblables  de  ces 
intégrales  cherchées. 

Or,  dans  les  deux  polynômes,  les  facteurs  de  la  première  sorte  sont 
égaux;  dans  le  second,  le  module  d'un  facteur  de  la  deuxième  sorte 
est  inféiieur  à  la  valeur  du  facteur  homologue  dans  le  |)remier,  en 
vertu  du  leinme  (I)  combiné  avec  la  définition  des  quantités  r,  M(i°) 
et  des  fonctions©,  0',  (;( 2°)  (4°) (5°);  celui  d'un  facteiu' de  la  troisième 
sorte  dans  le  second  polynôme  est  nul  par  hypothèse,  et  par  suite  son 
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module  est  nécessairement  inférieur  à  la  valeur  (positive)  du  facteur 
homologue  dans  le  premier. 

Donc  le  module  du  second  polynôme  est  forcément  inférieur  à  la 
valeur  du  preiuiei-,  si,  pour  lui,  les  modules  des  facteurs  de  la  quatrième 
sorte  sont  aussi  inférieurs  aux  valeurs  des  facteurs  homologues  dans  le 
premier;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  initiale  d'une  dérivée 
principale  quelconque  des  fonctions  inconnues  w^^,  ...,  i,,  a  un 
module  inférieur  à  la  valeur  initiale  de  la  dérivée  semblable  de  la  fonc- 
tion de  même  nom  dans  les  intégrales  fictives  v^o,  ■••,  'fu,  s'il  en  est 
ainsi  poiu-  toutes  les  dérivées  jirincipales  d'ordres  et  de  genres  moindres. 

Comme  le  fait  en  question  a  lieu  évidemment  pour  le  premier  ordre, 
il  e.vt  général;  les  coefficients  des  séries  entières  eu  x,  y  qui  donnent 
les  uitégrales  //„„,  ...,  c,,  du  système  proposé  (a)  ont  des  modules 
inférieurs  à  ceux  de  mêmes  rangs  dans  les  développements  de  'joo)  •••> 
p,  I,  et  par  suite  ces  séries  sont  toutes  convergentes,  dans  des  limites  au 
moins  aussi  étendues  que  le  développement,  par  la  formule  de  Maclaurin, 
(le  la  fonclion  ololrope  Q.[x  +  j)  (5°). 

7°  La  pioposilion  ci-dessus  (6°)  est  vraie  pour  le  système  {a),  quelles 
(jue  soient  les  conditions  initiales. 

Supposons  que  les  conditions  initiales  données  soient  : 

"oi  =  ",'li(-î^)     et     i',,  =  vl^{jc)     pourj)-  =  ;-„, 

;i,,  =  n';,  et     r,,  =  <'",  pour  ar  =  x„     et     r=Ju. 

les  fonctions  arbitraires  étant,  bien  entendu,  toutes  ololropes  en  Xo, 

j„.  et  les  constantes  a:o,Jo."uo('^o..ro;,  i''^^{xo,ro),  K  ,i^o)^  K  li^o), 
"lo   'o))  ''l'o  .'  o):  "'i'i>  ''?i  tombant  toutes  dans  les  aires  (3j. 

En  appelant  'x ,  y  deux  nouvelles  variables  indépendantes  et 
'//„„,...,  (il  huit  nouvelles  fonctions  inconnues,  le  changement  de 
variables 


»4-    iA,  n      I        tA. 


j=j-o+  r 


transforme  le  système   considéré  en   un   autre   linéaire  et   de  même 
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forme  ('a),  qu'il  suffit  d'intégrer  avec  les  conditions  initiales  détaillées 
à  l'alinéa  (6°)  pour  obtenir  ensuite  les  intégrales  du  système  (a)  au 
moyen  des  formules  de  transformation  ci-dessus  écrites. 

Or  cette  intégration  est  possible  par  ce  qui  précède  (6°);  effective- 
ment, les  valeurs o,  0,0, . . .,  odes  quantités 'x,  ')',  V/„„.  •  •  •>  '*'h  tombent 
évidemment  dans  les  limites  d'oloiropie  des  coefficients  des  ilérivées 
paramétriques  dans  les  seconds  membres  de  ('a),  en  vertu  de  la  théorie 
des  fonctions  composées,  combinée  avec  l'olotropie  supposée  des  fonc- 
tions arbitraires  et  des  coefficients  des  dérivés  paramétriques  de 
iioo,---,  ''n  dans  les  seconds  membres  de  («).  Quant  aux  conditions 
de  passivité  du  système  ('a),  elles  sont  évidemment  satisfaites  en  vertu 
de  celles  qui  sont  supposées  avoir  lieu  pour  (a). 

V.  Tout  sjstèine  iinméiliat  et  passif  cjui  n'est  pas  linéaire  par  rap- 
port aux  déri\'ées  paraniélriques  des  jonctions  inconnues  peut  être 
ramené  à  un  système  de  même  nature,  mais  linéaire. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  système  non  linéaire 

Ida  --     /  du     (lu 

~  =  \j,yx,r,z,t,u,-,  -- 
du  (  du      du 

'    '  \ -7- =  U,,  Lr,  r,  r-, /,«,—,  — 


Il  est  évident  que  toute  intégrale  ordinaire  de  ces  équations  forme, 
avec  les  nouvelles  fonctions  inconnues  u.  ,  u',  ,  un  groupe  d'intégrales 
ordinaires  du  système  d'équations  différentielles  : 

du  ,       ,  ,       du'.       rfUr       dV,    ,        dV,  du.       rfUx  du',       du,       d\l,  d\],  du, 

du        ^,   ,  ,       ,  du'.       dU.       f/U.    ,        f/U,  du.       <m    du,       du,       f/U,  .dVy    du; 

du 

=  u. ,  ■ ■ 

dz 

du  ,  du.        du, 

Tt"'""  'dï'^lû'  ~  ' 
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qui  se  déduit  du  système  (b)  suivant  une  loi  de  formation  visible. 

Réciproquement,  dans  tout  groupe  d'intégrales  ordinaires  du  sj'S- 
tème  {b'),  la  fonction  désignée  par  la  lettre  u  est  une  intégrale  ordi- 
naire du  système  (b). 

Or  le  système  (b'],  évidemment  linéaire,  est  en  outre  immédiat  (2), 
car  les  seconds  membres  des  équations  de  la  deuxième  colonne  ne 
contiennent  aucune  dérivée  de  la  fonction  n,  dont  la  variable  princi- 
pale z  est  paramétrique  pour  u.  ;  et  ceux  des  équations  de  la  troisième 
colonne  ne  contiennent  des  dérivées  ni  de  11,  dont  les  variables  prin- 
cipales z,  t  sont  paramétriques  pour  ^/, ,  ni  de  iL,  dont  la  variable 
principale  t  est  paramétrique  pour  ?/'  . 

Quant  à  ses  conditions  de  passivité,  elles  sont  évidemment  satisfaites, 
en  vertu  tant  de  la  nature  relative  des  équations  qui  composent  ce 
système,  que  de  la  condition  de  passivité  du  système  [b)  jointe  à  quel- 
ques-unes des  relations  subséquentes  qui  assurent  l'identilé  des  diverses 
expressions  des  dérivées  complexes  de  la  fonction  n  [considérée  dans 
le  système  [b]]  au  moyen  des  variables,  de  celte  fonclion  et  de  ses 
dérivées  paramétriques  d'ordres  égaux  ou  moindres. 

VI.  Les  développements  des  intégrales  du  srstèine[a)convergent  dans 
tons  les  cas,  coujorincmeut  à  Vcnoncé  du  théorème  (15),  ce  qui  achève 
la  démonstration  de  cette  proposition. 

Supposons,  toujours  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  du  sys- 
tème [b)  (V)  à  intégrer  avec  la  condition  initiale 

(c)  n  =  u(-,  /)      |)Our  ,r  ^-  .t„.    }=J\,, 

la  fonclion  arbitraire  v{z,  i)  étant  olotrope  pour  z  =  r„,  /  =  t^,  et  les 

quantités  a\,,  To,  Co.  /<n  "(^0,  h<),  (  y  )       '  i'-r)        tombant,  bien  en- 

tendu,  dans  les  limites  d'olotropie  des  seconds  membres  U^.,  U^.. 
11  est  évident  que  les  fonctions 

sont  ololropes  en  z».  /„  et  que  les  quantités 
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tombent   dans   les  limites   d'olotropie .  des  coefficienls   des  dérivées 

. .    .  dii.     du.    du,  ,  ■      1  '  1  1  1  /    .     , 

paramétriques  -t^»  -r^^  —  et  des  termes  indépendants  de  ces  dérivées 

dans  les  seconds  membres  des  équations  [b').  Effectivement  ces  coeffi- 
cients sont  tantôt  l'unité,  tantôt  les  fonctions  olotropes  U^.,  U^.  (avec 
d'autres  lettres  pour  la  désignation  de  leurs  variables),  tantôt  leurs 
dérivées  premières,  tantôt  des  expressions  entières  par  rapport  à  ces 
déiivées  et  à  ii'.,  u,. 

Donc  le  sysième  immédiat  [b'),  étant  passif  et  linéaire,  admet  (IV,  7°; 
pour  intégrales  des  sommes  de  séries  entières  en  .%■  —  .(„,  )' — j'o^ 
z  —  Zq,  t  —  t„.  qui  sont  convergentes,  et  que  l'on  peut  assujettir  aux 
conditions  initiales 

îi=-j(2„,/o)      pour  x  =  Xa,  y—}\-  z  =  r,;,   <  =  /o> 
ii.—  v'jyz,t„)      pour  .r  =  ^0-  .'"=,'''o.  t  —  U, 

u,  =  v'i[z,  t)       pour  X  =  Xn.  r=j\. 

Or,  celle  de  ces  intégrales  qui  est  désignée  par  la  lettre  u  satisfait  au 
système  (7>),  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  et 
U  est  évident  qu'elle  satisfait  aussi  à  la  relation  (c). 

16.  Alix  termes  du  tliéorème  de  Cauchy,  tel  que  je  l'ai  énoncé  et 
démontré  P.  87\  la  grandeur  des  ravons  de  convergence  du  dévelop- 
|)einent  d'une  fonction  par  la  série  île  Taylor,  à  partir  de  valeurs  parti- 
culières données  des  variables  indépendantes,  dépend  de  l'étendue  des 
airfs  où  elle  est  olotrope,  ainsi  que  des  positions  qu'y  occupent  les 
valeurs  particulières  des  variables  dont  il  s'agit,  mais  nullement  de  la 
grandeur  des  olomèlres  de  cette  fonction  en  tel  ou  tel  systènie  de 
valeurs  des  variables  situées  dans  ces  aires. 

La  recherche  directe  des  olomèlres  initiaux  (rayons  de  convergence 
des  développements  initiaux)  des  intégrales  ordinaires  de  notre  sys- 
tème d'équations  différentielles  [a]  n'offre  donc  aucun  intérêt,  aussi 
longtemps  toutefois  qu'on  ne  s'écarle  pas  du  domaine  des  généralités  ; 
il  vaut  mieux  en  général  l'opérer  indireclement  par  la  délimitation 
de  ces  aires.  Je  me  contenterai  donc  de  rappeler  qu'on  obtiendra  des 
limites  inférieures  de  ces  olomètres  en  prenant  ceux  d'une  fonction 


264  CH.     MER  AT. 

auxiliaire  analogue  à  la  fonction  il  {n°  15,  IV,  2°),  dont  les  éléments 
se  déduisent  facilement  de  ceux  des  seconds  membres  du  système 
donné  (a),  11  semble  moins  avantageux  de  chercher  à  élendre  ces 
liiiiites  n  priori  que  d'utiliser  pour  cet  objet  les  ressources  spéciales 
propies  aux  cas  particuliers  dont  on  aura  à  s'occuper. 

17.  La  possibilité  ci-dessns  établie  (lo,  V)  de  ramener  un  système 
quelconque  d'équations  différentielles  à  la  forme  linéaire  n'était  peut- 
être  pas  inconnue.  Quoi  qu'il  en  soit,  elle  me  paraît  devoir  fixer 
lattention  des  géomètres  par  les  ressources  qu'elle  peut  offrir  dans  la 
théorie  générale  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

On  remarquera  effectivement  que  l'on  ne  saurait  tirer  des  équations 
ddïérentielles,  d'équations  finies  données,  sans  passer  parles  équations 
d\ilèren{ie\\esesse?itiellemcni  linéairesquo  la différenliation fournit  tout 
d'aboid.  Ce  fait  autorise  à  penser  que  les  équations  linéaires  formeni 
une  étape  non  moins  essentielle  dans  la  marche  inverse  qui  conduit 
(l'un  système  d'équations  différentielles  à  leurs  intégrales.  Peut-être 
laut-il  chercher  flans  cette  direction  l'extension  à  toutes  les  équations 
aux  dérivées  partielles  de  la  méthode  de  Jacobi  pour  l'intégration  des 
équations  linéaires  du  premier  ordre. 


Intégrales  exceptionnelles j  intégrales  singulières. 
Systèmes  qiielconqnes. 

18.  Quand  le  système  immédiat  [a]  défini  au  n°  2  n'est  pas  passif, 
ses  conditions  de  passivité  ne  sont  pas  toutes  satisfaites  identiquement, 
c'esl-à-rlire  en  y  consiiléraiit  comme  représentant  autant  de  variables 
indépendanles  les  unes  des  autres,  les  notations  affectées  aux  variables, 
aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées  paramétriques  des  deux 
premiers  ordres.  Mais,  s'il  admet  quelque  groupe  d'intégrales  or<h- 
naires,  il  est  clair  qu'elles  vérifieront  comme  Jonctions  \çs  conditions 
(le  |)assivité  non  satisfaites  identiquement,  puisque,  en  y  laissant  aux 
notations  leur  sens  primitif,  ces  relations  ne  sont  au  fond  que  de  nou- 
velles équaiions  différentielles  résultant  de  la  combinaison  des  pro- 
posées avec  quelfjues-unes  de  celles  qu'engendre  leur  difféientiation. 
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J'ai  donné  aux  intégr.iles  de  celle  espèce  le  nom  à' exceptionnelles 
{P.  263).  La  marche  à  suivre  pour  les  découvrir  est  maintenant  évi- 
dente :  //  sujpt  d'a'/joi/idre  au  système  [n)  celles  de  ses  conditions  de 
passivité  qui  ne  sont  pas  satisfaites  identiquement,  et  d'intégrer  le  sys- 
tème résultant  après  l'avoir  ramené  nu  premier  ordre,  question  dont  je 
(lirai  un  mot  tout  à  riieure. 

On  remarquera  que  les  intégrales  d'un  système  immédiat  non  passif 
ne  renferment  jamais  des  éléments  d'indétermination  (constantes  ou 
fonctions  arbitraires)  aussi  étendus  que  ceux  d'un  système  passif  de 
même  nature;  car  elles  sont  assujetties,  en  définitive,  à  satisfaire  à  un 
plus  grand  nombre  d'équations.  Elles  n'existeront  même  pas,  quand 
ces  équations  complémentaiies  [)lus  ou  moins  nombreuses  seront 
incompatibles  avec  les  proposées. 

19.  Pour  obtenir  les  intégrales  singulières  (5)  du  système  immé- 
diat (rt)  passif  ou  non,  on  doit,  conformément  à  la  définition  de  ces 
intégrales,  c^djoindre  successivement  à  ce  système  les  divers  groupes 
de  relations  qu'il  Jaut  établir  entre  les  variai/les,  les  Jonctions  incoinuies 
et  leurs  dérivées  paramétriques  premières,  pour  Jaire  cesser  l'olotropie 
de  quelques  seconds  membres  par  rapport  à  ces  trois  sortes  de  quantités 
considérées  un  instant  comme  autant  de  variables  indépendantes  les 
unes  des  autres.  Comme  pour  les  intégrales  exceptionnelles,  l'existence 
des  intégrales  singulières  n'est  que  fortuite,  et  leur  recberche  revient 
à  l'intégration  d'éqnaiions  différentielles  simultanées  comprenant  les 
proposées,  mais  plus  nombreuses  ([ue  celles-ci. 

20.  Des  équations  quelconcpu-s  (du  premier  ordre)  étant  données, 
on  les  résoudra  par  rapport  au  plus  grand  nombre  possible  de  dérivées 
des  fonctions  inconnues,  de  manière  à  obtenir  un  on  plusieurs  sys- 
tèmes immédiats  dont,  à  l'aide  des  procédés  ci-dessus  indiqués,  on 
cbercbera  successivement  les  intégrales  ordinaires  ou  exceptionnelles 
et  les  intégrales  singulières. 

Comme  cette  résolution  peut  le  plus  généralement  s'opérer  de  plu- 
sieurs manières  (soit  par  rapport  à  certaines  dérivées,  soit  par  rapport 
à  d'autres),  on  pourra  le  plus  souvent  aussi  mettre  les  intégrales  sous 
plusieurs  formes  différentes.  Par  exemple,  selon  que  telles  ou   telles 

Jount.  de  }Iath.  (3''  surie},  lonic  VI.  —  Auit  iSSo.  ^^4 
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variables  seront  principales  ou  paramétriques  pour  une  fonction  in- 
connue [lélerminée,  la  fonction  arbitraire  correspondant  à  celte  inté- 
grale dépendra  de  telles  ou  telles  variables. 

Quant  au  calcul  des  intégrales  exceptionnelles  et  singulières,  il  ne 
présente  aucini  cercle  vicieux,  bien  que  le  contraire  semble  peut-être 
avoir  lieu.  Effectivement,  il  exige  toujours  l'adjonction  de  nouvelles 
équations  à  celles  que  l'on  traite;  or  cette  o|iération  conduit  nécessai- 
rement, en  fiti  de  compte,  soit  à  des  .systèmes  passifs  dépourvus  d'inté- 
grales singulières  dont  les  intégrales  ordinaires  résolvent  le  problème, 
soit  à  des  équations  incompatibles  qui  répondent  négativement  à  la 
question,  dans  la  phase  où  elle  est  arrivée. 

21.  Comme  je  l'ai  fait  voir  déjà  pour  les  équations  simultanées 
pures  [P.  Chap.  X),  la  théorie  d'un  système  d'équations  mixte, 
c'est-à-dire  contenant  à  la  fois  des  équations  différentielles  et  des 
équations  finies,  se  ramène  immédiatement  à  celle  d'un  système  d'équa- 
tions toutes  (lijjcreiiti elles.  Il  suffit  pour  cela  de  substituer  à  chaque 
équation  finie  l'ensemble  des  équations  différentielles  que  donne  sa 
différentiation  première  répétée  successivement  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  de  la  question.  Les  intégrales  du  système 
résultant  (qui  est  purement  différentiel)  sont  les  solutions  du  système 
proposé,  pourvu  qu'on  ne  leur  ait  assigné  que  des  valeurs  initiales 
propres  à  satisfaire  aux  équations  finies,  conjointement  avec  les  valeurs 
initiales  des  variables  indépendantes. 
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Note  relative   an  pn/so/nètre   de    Hall 
Par  m.  de  MAUPEOU, 

Sous-Iri;;eiuL'iir  tlo  la  Marine. 


Historique.  —  I^'idée  d'iililiseï-  la  force  ex|)ansive  de  la  vapeur 
à  élever  les  liquides  en  la  faisant  agir  directement  à  leur  surface  est 
déjà  ancienne;  on  la  trouve,  dés  le  début  du  wii*^  siècle,  dans  les 
écrits  de  Salomon  de  Caii'^,  f|ui  proposait  de  chauffer  l'eau  dans  un 
vase,  pour  que  la  vapeur,  en  se  produisuit,  la  fil  monter  par  un  lube 
convenahlenient  disposé.  Un  siècle  ne  s'était  j)as  écoidé  que  Thomas 
Savery  appliquait  le  même  |)rincipe  à  la  construction  de  la  machine 
qui  porte  son  nom  et  qui  fut  utilisée  à  divers  travaux  d'épuisement.  Le 
capitaine  Savery  sépara  la  chaudière  du  réservoir  qui  constitue  le  corps 
de  pompe  et  dans  lequel  il  envoyait  la  vapeur  à  l'aide  d'iui  robinet. 
Les  monle-jus  employés  dans  les  sucreries  sont  de  véritables  pompes 
de  Savery. 

En  i863,  iM.\L  Louvié  et  R.val  pro|)osèrcnt  une  pompe  basée  sur  les 
mêmes  principes.  Leur  appareil  était  double  et  rendu  automatique  par 
rem|)loi  de  flotteurs  qui,  tout  en  empêchant  le  contact  direct  de  l'eau 
et  (le  la  vapeur,  conuuaiidaient  les  robinets  de  distribution;  un  tuvau 
de  communication  établi  entre  les  deux  corps  de  pompe  servait  à 
injecter  de  l'eau  froide  dans  celui  qui  devait  aspirer,  de  manière  à 
activer  la  condensation.  Celte  pompe  fonctionnait  convenablement, 
mais  elle  était  assez  volumineuse  et  un  peu  com|)liquée  :  aussi  ne  s'est- 
elle  pas  répandue;  elle  constituait  néanmoins  un  progrès  1res  réel  sur 
les  appareils  précédents. 
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C'est  à  un  Américain,  M.  Hall,  que  revient  l'iionneur  d'avoir  rendu 
réellement  pratique  la  pompe  de  l'Anglais  Savery,  grâce  à  d'heureuses 
modifications  dans  les  formes,  à  la  disposition  ingénieuse  du  clapet  de 
distribution  de  vapeur  et  à  d'autres  améliorations  de  détail. 

Description.  —  Le  pulsomètre,  c'est  le  nom  donné  par  M.  Hall  à 
son  instrument,  est  double  et  automatique  comme  la  pompe  Louvié, 
mais  il  ne  comporte  pas  de  flotteur  et  son  grand  mérite  consiste  dans 
sa  simplicité. 

En  examinant  les  figures  suivantes,  on  arrive  facilement  à  se  rendre 
compte  de  l'économie  de  l'appareil. 

Les^/g.  1   et  2  représentent  en  perspective  et  en  cou[ie  le  côté  de 

Fig.  I. 


l'aspiration,  l.esjig.  4  et  5  sont  relatives  au  cùlé  du  reroidcMioiil.  Quant 
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à  hfig.  3,  elle  représente  à  plus  grande  échelle  le  clapel  d'arrivée  de 
Deux  bouteilles  à  long  col  A,  A,  placées  à  côté  l'une  de  l'autre,  abou- 

Fig.  1. 


tissent,  a  leur  j 


partie  supérieures,  àun  clapet  métallique  C(Jîg.  3),  qui, 

Fig.  3. 


en 


basculant  à  droite  ou  à  gauche,  permet  à  la  vapeur  de  pénétrer  dans 


2^0 
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l'une  ou  laiilre  des  bouteilles  ;  ce  clapet  joue  nu  rùle  très  iinporlant 
dans  le  fouclionuement  du  pulsoinèire,  et  son  mouvement  automatique 
est  le  point  le  phis  intéressant  et  le  plus  original  de  l'appareil.  A  la 
|)arlie  inférieure  se  trouvent  d'un  côté  la  chambre  d'aspiration  D,  qui 

Fig.  /,. 


contient  Mois  clapets  circulaires  en  caoutchouc  a,  h,  h  [li^.  2  .,  de 
l'anlre  côlé  la  chambre  de  refoulement  II,  cpii  renferme  deux  clapets 
rg.dement  en  caoutchouc  '\fi'^-  5).  Kiilre  les  i\e\\\  1)  mleilleson  a  dis- 
posé un  réservoir  B  comiiiuniquanl  avec  la  chambre  d'aspiration  D. 
Chacun  des  trois  vases  A,  A,  B  est  muni  d'une  petite  soupape  atmo- 
sphérique r,  /'  [fig.  1),  dont  ou  règle  la  levée  de  manière  à  produire  une 
renli'ée  d'air  suffisante  jiour  éviter  les  coups  de  marteau  d'eau.  Enfui 
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deux  trous  O,  O  '\Jig-  5)  établissent  une  commuuicalion  entre  les  hou- 
teillej  et  la  chambre  de  refoulement  ;  nous  verrous  plus  tard  leur  uli- 
lilé.  Tous  ces  organes  sont  bien  groupés  et  faciles  à  visiter. 

Dans  l'appareil  représenté  par  les  Jig.  6  et  7  ,  les  clapets  en  caotil- 


chouc  sont  remplacés  par  d'autres  en  métal,  à  l'aspiration  et  au  refou- 
lement. 

Fonctionnement .  —  Lorsqu'on  ouvre  le  robinet  de  vapeur,  elle 
s'introduit  dans  l'une  ou  l'autre  des  bouteilles  suivant  la  position  du 
clapet  situé  en  S,  elle  chasse  l'air  par  les  clapets  de  refoulement  </.  i{\ 
puis,  si  on  ferme  le  robinet,  elle  se  condense  en  produisant  nu  ville 
partiel  qui  aspire  l'eau  par  les  clapets  h,  b,  et  la  bouteille  s'emplit  au 
moins  en  partie;   l'appareil  est  alors  amorcé,  et,    lorsque   la  vapt'ur 
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vient  de  nouveau  dans  la  bouteille,  elle  chasse  l'eau  en  vertu  de  sa 
pression. 

Une  fois  en  marche,  le  clapet  de  vapeur  bascule  de  lui-même,  de 
manière  à  renverser  les  sens  des  courants  et  à  faire  que  dans  chaque 
bouteille  l'eau  soit  successivement  refoulée  par  la  pression  de  la  vapeur 

Fig.  6. 


et  aspirée  par  sa  condensation;  comme  les  opérations  se  font  en  sens 
inverse  dans  les  deux  bouteilles,  il  en  résulte  une  assez  grande 
continuité  dans  l'aspiration  comme  dans  le  refoulement.  On  peut 
expliquer  le  fonctionnement  automatique  du  clapet  de  vapeur  de  la 
nianière  siiivanle  :  la  vapeur,  en  arrivant  dans  le  col  de  la  bouteille, 
qui  reste  toujours  chaud,  se  condense  pen  au  début,  mais,  à  mesure 
que  l'eau  est  refoulée,  son  niveau  baisse  et  s'élargit,  la  surface  de  cou- 
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densation  augmente  rapidemenr,  la  vitesse  d'écoulement  de  l'eau 
s'accélère  également,  et  pour  ces  deux  motifs  il  se  produit  au  passage 
dans  le  clapet  c,  dont  la  section  est  faible,  une  dépression  qui  est  peut- 
être  favorisée  par  le  changement  de  direction  que  la  veine  fluide  subit 
en  cet  endroit.  Eu  même  temps,  du  côté  opposé,  la  vapeur  restée  dans 

Fie-   7- 


la  bouteille  se  condense  et  produit  un  vide  que  l'eau  vient  combler, 
mais  le  liquide,  en  s'élevant  dans  un  vase  de  forme  conique,  doit  pro- 
duire un  effet  de  marteau  d'eau  assez  prononcé,  en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise;  il  doit  donc  comprimer  fortement  la  vapeur  mélangée  d'air 
qui  se  trouve  entre  lui  et  le  clapet.  Ou  conçoit  que,  la  pression  dimi- 
nuant sur  une  face  du  clapet  taudis  qu'elle  augmente  sur  l'autre,  il 
arrive  im  momeiitoù  il  bascule,  et  alors  l'opération  se  produit  en  sens 
inverse. 

Juurn.  de  Math,  (3=  série^,  tome  VL  —  Aolt  1880.  ^O 
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La  forme  de  poire  donnée  aux  bouteilles  qui  constituent  les  corps 
de  poui[ie  du  pulsométre  a  une  grande  importance  pour  le  bon  fonc- 
lionnement  de  l'appareil.  C'est  grâce  à  celte  forme  conique  que  la 
vapeur  n'est  d'abord  en  contact  qu'avec  une  faible  surface  refroidis- 
sante, et  qu'elle  se  détend  progressivement  snns  troubler  la  surface  du 
liquide  '),  tandis  qu'avec  les  formes  anciennement  usitées  le  jet  de 
vapeur  agitait  l'eau,  renouvelait  la  couche  superficielle,  et,  en  multi- 
pliant les  parties  en  contact  avec  la  vapeur,  augmentait  considérable- 
ment réchauffement  du  liquide  et  la dépensede  calorique.  Enfin,  lorsque 
l'eau  remonte  dans  la  bouteille,  la  forme  du  col  dirige  les  filets  liquides 
et  amène  à  la  surface  l'eau  la  plus  chaude;  le  fait  est  que,  pendant  le 
fonctionnement  du  pulsométre,  le  col  des  bouteilles  reste  toujours  à  une 
température  très  élevée,  tandis  que  la  partie  basse  est  froide. 

Divers  détails  contribuent  encore  au  bon  fonctioiuiement  du  pulso- 
métre. Le  réservoir  B  modère  les  eff<r'ts  de  marleau  d'eau  dans  le  tiiyau- 
tage  d'aspiration.  Les  petitessoupapes  atmosphériques,  ou  reniflards,  ont 
également  pour  but  d'éviter  les  chocs  que  produiraient  les  luouvemenis 
trop  brusques  de  l'eau  dans  les  réservoirs;  on  doit  régler  leur  ouverture 
suivant  la  hauteurd'aspiration,  de  manière  à  obtenir  lui  fonctionnement 
régulier;  lors  de  la  mise  en  marche,  ils  doivent  être  entièrement  fermés. 
Enfin,  dans  chaque  bouteille,  un  trou  percé  au  niveau  supérieur  de  l'ori-  • 
ficede  refoulement  établit  une  communication  directe  enirela  bouteille 
et  la  chambre  de  refoulement.  Cette  disposition  joue  un  rôle  important 
dans  le  fonctionnement  de  l'appareil,  à  deux  points  de  vue  différents. 
Pendant  la  période  de  refoulement,  lorsque  la  vapeur  atteint  le  trou 
en  question,  elles'échappedirectementdans  l'eau  froide  du  refoulemeni; 
il  en  résulte  une  forte  déj)ression  dans  la  bouteille  qui  détermine 
sûrement  le  mouvement  de  bascule  du  clapet  d'arrivée  de  vapeur,  s'il 
ne  s'est  pas  encore  produit.  Pendant  la  période  d'aspiration,  cette 
comnuinication  donne  lieu  à  un  retour  du  refoulement  vers  la  bouteille; 
ce  courant  d'eau  froide  arrivant  dans  la  couche  d'eau  échauffée  forme 
une  sorte  d'injection  qui  active  la  condensation,  surtout  à  son  début. 


^';  Il  résulte  des  cx[)éiiences  de  Pcclet  que,  lorsque  l'air  s'écoule  par  un  aju- 
tage conique  divergent,  si  l'angle  au  sommet  du  cône  ne  dépasse  pas  lo",  la  veine  fluide 
ne  se  détache  pas  des  parois. 
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Celle  comiminication  n'est  pas  absolument  indispensable,  mais, 
lorsqu'on  la  supprime,  l'allure  de  l'instrument  est  loin  d'avoir  la 
même  régularité. 

Essais.  —  Un  pulsomètre  de  trente  tonneaux  a  été  essayé  à  l'arsenal 
de  Cherbourg  comparativement  avec  un  éjecleur  américain  construit 
par  M.  Peteau. 

On  a  employé  les  pressions  de  vapeur  suivantes  : 

l''t5,  80,        1^^,1^,       4''S,        b^'i, 

correspondant  aux  timbres  des  divers  types  de  chaudières  marines.  On 
a  fait  varier  les  hauteurs  d'as()iration  et  de  refoulement  de  mètre  en 
mètre,  dans  les  limite»  utiles  pour  le  service  à  bord  des  navires  de  la 
flotte,  savoir  : 

Hauteur  totale  ....  3'",  4'",   5'",  6'",  7'"  et  6'". 

L'aspiration  se  faisait  dans  une  bâche  où  l'on  maintenait  un  niveau 
constant.  On  mesurait  le  débit  et  les  températures  de  l'eau  aspirée  et 
refoulée;  la  différence  a  permis  de  calculer  la  dépense  de  vapeur,  qu'il 
eût  été  difficile  d'obtenir  directement.  Les  essais,  disposés  et  conduits 
avec  beaucoup  de  soin  et  d'intelligence  par  M.  Bigot,  maître  principal 
de  l'atelier  des  chaudières  à  vapeur,  ont  donné  des  résultats  très  favo- 
rables au  pulsomèire  ('). 

L'amorçage  ne  présente  auciuie  difficulté,  en  ayant  soin  de  fermer 
les  reniflards;  il  suffit  d'ouvrir  et  de  fermer  plusieurs  fois  de  suite  la 
soupape  de  prise  de  vapeur  ;  en  deux  minutes  environ  on  est  en  marche  : 
le  réglage  se  fait  rapidement.  Pour  arrêter  l'appareil,  il  n'y  a  qu'à 
fermer  la  prise  de  vapeur;  le  pulsomètre  reste  amorcé  pendant  plu- 
sieurs heures,  en  ayant  soin  de  fermer  les  petits  reniflards. 

On  n'a  pas  essayé  de  refouler  à  plus  de  6™  de  hauteur,  mais  on. 
peut  certainement  dépasser  de  beaucoup  cette  limite  avec  une  pression 

(')  Après  l'achèvement  des  essais  faits  à  terre,  le  pulsomètre  .1  été  installé  à  bord  du 
Lyn.r,  où  il  a  bien  fonctionné. 
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de  vapeur  suffisante.  L'appareil  en  question  a  du  fonctionner  clans  les 
ateliers  du  constructeur  à  des  hauteurs  de  lo'"  et  20™  (article  3  du 
marché). 

En  aspirant  à  i™  et  2™  de  profondeur,  l'appareil  a  donné  de  bons 
résultats;  mais  avec  une  hautenrd'aspiration  de  2™,  5o  il  nefonctionnait 
plus.  Depuis,  on  a  disposé  un  clapet  au  pied  du  tuyau  d'aspiration, 
de  manière  à  amorcer  le  pulsomètre  comme  on  le  fait  pour  les  pompes 
centrifuges,  et  l'on  a  pu  aspirer  à  4™  et  5"  de  hauteur,  mais  la  dépense 
de  vapeur  parait  être  plus  considérable.  L'armement  du  bâtiment  au- 
quel était  destiné  l'appareil  n'a  pas  permis  de  faire  des  essais  complets 
dans  ces  conditions. 

L'éjectcur  américain  a  puaspirer  jusqu'à  4" de  profondeur  sans  clapet 
de  pied,  et  à  5""  avec  un  clapet  et  en  amorçant;  l'installation  dont  on  dis- 
posait n'a  pas  permis  de  dépasser  celte  limite. 

Pour  voir  si  les  eaux  sales  de  la  cale  des  navires  s'opposeraient  au 
fonctionnementdu  pulsomètre,  on  afaitdeuxexpériencesen  mélangeant 
l'eau  d'escarbilles  préalablement  passées  dans  un  crible  dont  les  trous 
avaient  o'",  oo5  de  diamètre,  dans  les  conditions  suivantes  : 


1 

DtnÉE 

de 
l'essai. 

n.lUTtCR 

POIDS    REFOULE. 

d'aspiration. 

de 
refouieiuent 

Uscarliille*. 

tùa. 

Total 

Rappjrt. 

m 

1 

0 

m 
7 
S 

k? 
1200 

i5oo 

r       '" 
20  000 

25  Soo 

kg 
27200 

27  3oo 

21 

'7 

On  voit  que  la  quantité  d'escarbilles  enlevées  a  été  très  considérable, 
et  cependant  l'appareil  a  bien  fonctionné. 

Pour  assurer  au  pulsomètre  son  maximum  d'effet,  on  a  dû  faire  à 
chaque  essai  quelques  tâtonnements  en  variant  l'ouverture  de  la  sou- 
pape de  prise  de  vapeur;  on  n'a  pas  tardé  à  reconnaître  que  les  con- 
ditions les  plus  avantageuses  correspondent  à  une  différence  de  tempé- 
rature de  2"  entre  l'eau  d'aspiration  et  celle  du  refoulement,  et  l'on 
a  fonctionné  dans  ces  conditions. 
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Le  Tableau  qui  accompagne  ceRapport  donne  les  résultats  complets 
des  expériences. 

On  remarque  de  suite  que  lepulsomètre  n'élève  que  de  2°  la  tempéra- 
ture de  l'eau,  tandis  que  léjecteur  américain  l'élevé  de  i4°-  L'éjecteur 
Fridman,  essayé  à  Brest  par  M.  Risbec  [Mémorial  du  Génie  maritime 
IP  livr.,  i8'j5),   produisait  une  élévation  de  température  de  i3°.  Oi 
peut  en  conclure  que  le  pulsomètre  dépense  environ  sept  fois  moins  di 
vapeur  que  l'éjecteur,  pour  |)roduire  le  même  résullat. 

Pour  calculer  la  quantité  de  charbon  dépensée,   ou  a  admis  qu 
chaque  kilogramme  de  combustible  fournissait  5000*=^'  à  l'eau  pour 
transformer  en  vapeur,  ce  qui  correspond  à  une  vaporisation  d'un  pei 
moins  de  8"'  par  kilogramme  de  charbon  avec  de  l'eau  d'alimenlation 
à  i5°. 

On  constate  que  le  nombre  de  pulsations  augmente  quand  la  hauteur 
à  laquelle  on  élève  l'eau  diminue,  et  que  le  débit  s'accroît  à  peu  prés 
dans  la  même  proportion;  mais  en  même  temps  la  dépense  de  charbon 
par  cheval  d'eau  élevée  augmente  beaucoup  plus  rapidement;  elle  est 
à  peu  près  en  raison  inverse  de  la  hauteur  d'élévation.  La  vapeur 
n'ayant  pas  d'intermédiaire  entre  elle  et  l'eau  qu'elle  élève,  on  conçoit 
qu'un  excès  de  pression  de  vapeur  ne  puisse  qu'augmenter  la  vitesse 
d'écoulement  sans  améliorer  notablement  le  rendement. 

L'accroissement  de  température  de  l'eau  élevée  étant  à  peu  près 
constant  ('),  la  dépense  de  vapeur  et  de  charbon  est  sensiblement 
proportionnelle  au  débit  et  indépendante  de  la  hauteur  d'élévation,  en 
sorte  que  l'utilisation  de  l'appareil  augmente  avec  cette  hauteur. 

Les  chiffres  suivants  donnent  le  résumé  des  observations  à  ce  point 
de  vue. 


(')  L'accroissement  de  température  correspondant  au  maximum  de  rendement  ii 
toujours  été  de  2°  dans  les  limites  de  nos  expériences;  mais,  d'après  les  Notices  d( 
M.  Hall,  il  augmenterait  pour  degrandes  hauteurs  de  refoulement  :  il  l'évahieà  i"  pour 
10'"  d'élévation. 
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II.VITEIR 

MIMBRF. 

de  polsalinns 

simples 

par  uiinule 

N 

DÉDIT 

nÉpr.NSF. 

Dl-UIT 

DÉFENSE 

de  charb.in 

lolale 

il'élévjtioil 

II 

par 
heure 

de  charbon 
pour  un  débit 
deiooo  lit. d'eau. 

par 
pubalion 

U 
NxCo 

par 

cheval  deau 

élevée 

Pc. 

PRODUIT 
l'rxll 

.^ 

io3,7 

lit 
33,.i5ôo 

m 

0,4 

lit 
5,34 

36,3 

1  08 , 9 

4 

97-0 

Sa.Dyj 

0,4 

5,59 

27.  ■ 

108,4 

0 

93,5 

30,925 

0,4 

5,39 

31,7 

108,5 

6 

86,3 

29,225 

0,4 

5,62 

iS,o 

loSjO 

83,0 

28,750 

0,1 

5,77 

i5,4 

.07,8 

'           S 

.Sj.2 

28,625 

0,4 

■>-:9 

i3,5 

108,8 

Pour  une  même  liauteur  d'élévation,  l'accroissement  de  la  pression 
de  vapeur  augmente  un  peu  le  débit,  mais  sans  faire  varier  sensible- 
ment le  rendement. 

On  peut  ajouter  que  la  hauteur  totale  à  laquelle  le  pulsomètre  peut 
élever  Teau  est  proportionnelle  à  la  pression  de  la  vapeur  qu'on  lui 
fournit. 

Pour  l'éjecteur,  la  dépense  de  charbon  par  cheval  d'eau  élevée 
décroit  aussi  à  peu  près  en  raison  inverse  de  la  hauteur  de  l'élévation, 
mais  le  débit  augmente  rapidement  avec  l'accroissement  de  la  pression 
de  vapeur  et  avec  la  diminution  de  la  hauteur  totale  d'élévation,  ce 
qui  constitue  une  différence  notable  avec  le  pulsomètre. 

Comparaison  avec  d'autres  appareils.  —  Le  Tableau  suivant  permet 
de  comparer  le  pulsomètre  à  l'éjecteur  et  a  une  pompe  fonctionnant  à 
haute  pression,  au  pouit  de  vue  du  poids  et  du  |n'ix  : 


DLRIT 

a 
l'heure. 

POIDS. 

PRIX 

01ÎSi:UV,\T10NS. 

lotal 

hu  kilogr. 

par  tonneau 
de  débit. 

Pompe  Thirion  .  . . 

lit 
3o 

20 

3o 

jio 

16 
100 

tr 

ouoo 

i35 

1  125 

tr 
5,9 

8,4 
11,2 

tr 
100 

/ 

38 

il  120  tours. 

Pulsomètre 
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On  voit  que  le  prix  du  pulsomètre  au  kilogramme  est  très  exagéré, 
bien  quesa  construction  soit  fort  simple;  il  faut  évidemment  l'attribuer  à 
la  nouveauté  d'un  appareil  breveté;  rapporté  au  tonneau  d'eau  élevée,  le 
prix  d'achat  n'est  guère  que  le  tiers  du  prix  de  la  pon)pe  Thirion  avec 
son  moteur. 

Si  maintenant  nous  voulons  établir  une  comparaison  au  point  de  vue 
de  la  dépense  de  charbon  par  cheval  d'eau  élevée,  nous  pouvons 
prendre  pour  termes  de  comparaison  : 

1°  Les  pompes  de  distrdjiitiou  d'eau  de  ville,  qui  représentent  ce 
qu'on  a  construit  de  plus  économique  :  les  résultats  que  nous  citons 
sont  tirés  de  la  publication  industrielle  d'Armengaud  ; 

2°  Des  pompes  à  haute  pression  comme  celles  qu'on  emploie  à  bord 
à  l'épuisement  des  cales;  malheureusement  nous  ne  possédons  pas 
d'essais  faits  sur  un  appareil  de  ce  genre  établi  dans  des  conditions 
vraiment  économiques.  La  pompe  Thirion  dont  il  vient  d'être  question 
recevait  la  vapeur  d'une  chaudière  trop  puissante  et  qui  avait  con- 
stamment la  porte  du  foyer  ouverte  pendant  les  expériences,  ce  qui 
faussait  conqiletemeni  les  indications  relatives  à  la  dépense  de  com- 
bustible. 

On  peut  admettre  qu'un  appareil  de  ce  genre  bien  installé  dépen- 
serait environ  2''°  de  charbon  par  cheval  comme  les  locomobiles,  et 
que  le  rendement  du  motein- s'élèverait  au  moins  à  0,7,  ainsi  que  celui 
de  la  pompe,  ce  qui  conduirait  à  une  dépense  de  charbon  de  /j'"'  par 
cheval  d'eau  élevée. 

Le  Mémorial  du  Génie  maritime  nous  fournit,  en  outre,  les  résultats 
des  essais  de  divers  appareils  établis  dans  des  conditions  moins  éco- 
nomiques. 

Première  livraison,  1874-  —  Essais  de  la  pompe  centrifuge  du 
Sujfreu,  par  M.  Aurons. 

Douzième  livraison,  1874.  —  Essais  faits  par  M.  Risbec  et  AL  Choron 
sur  des  pompes  Hehrens. 

Cinquième  liviaisou,  1877.  —  Essais  faits  par  M.  Huet  sur  des  petits 
chevaux  du  type  réglementaire  et  du  système  Bebrens. 

Ces  divers  documents  ont  permis  de  dresser  le  Tableau  suivant  : 


28o 


DE    MAUPEOU. 


SATURE    DES    APPAREILS. 


/   Pompes  d'Ivry  établies  par  M.  Cave 

Appareils   de  distii-  \  Pompes  de  Niort  établies  par  M.  Cordier 

bution  d'eau j  Pompes  d'An[fcrs  établies  par  M.  Farcot 

1    Pompes  de  Nantes  établies  par  M.  Windsor 

Établies  dans  d'assez  bonnes  conditions  (calcul) 

Appareil  centrifuge  du  Suffren   (à  tirage  forcé)  élevant 

,,  ...  I       l'oau  à  "T",  jo 

rompe  a  haute  près-    ]  ' 

*   Pompes  Behrens  /  Essayées   à    Brest  par  M.  Risbee,  éle- 

SIOU 1  '  \  '  '^ 

installées   sur   1       vant  l'eau  h  So"   de  hauteur 

des    canots    à  1  Essayées  à  Toulon  par  M.  Choron,  éle- 

vapeur  (')...   l       vaut  l'eau  à  i.i"  de  hauteur 

Petitschevauxessayés  j  Appareil  réglementaire 

àBrestpar  ni.Huet.   (   Système  Behrens 

'  h"" 
Pulsomètre  élevant  il   \  ''    

une  hauteur  de.. .    1        ' 

'      o*"  .  .  ^ 

Électeur     élevant     à   (    '     

,   6" 

une  hauteur  de.. .    /  

'  S'° 


DEPENSE 

do   charlion 

par  cil  val 

(teau  ilfvêr. 


6, S 

li,|, 

i3,(i 
i3 

32 

iS 

IQf) 


(!)  On  a  supposé  que  les  machines  de  canots  consommaient  3ito  de  charbon  par  cheval,  comme  cela  résullo  dos  essais 
(Je  M   M.in^in  \  Mctnorial  du  Génie  77iaji(imc,  i"  livraison.  iSC-  ) 


Conclusion.  —  On  voit  que  le  pulsomètre  laisse  bien  loin  derrière 
lui  l'appareil  de  Savery.  Il  constitue  une  pompe  remarquable  par  sa 
simplicité,  la  facilité  avec  laquelle  on  l'inslalle,  et  paraît  très  peu  sus- 
ceptible de  se  déranger.  Il  peut  refouler  à  de  très  grandes  hauteurs 
avec  de  la  vapeur  à  haute  pression;  il  aspire  facilement  jusqu'à  a"- 
et  peut  puiser  son  eau  à  une  profondeur  bien  plus  considérable,  à 
la  condition  d'installer  un  clapet  de  pied  sur  son  tuyau  d'aspiration  et 
(le  l'amorcer.  Dans  les  limites  de  nos  expériences,  réchauffement  de 
l'eau  élevée  a  toujours  été  de  2°  environ,  en  sorte  que  le  rende- 
ment économique  de  l'appareil  a  augmenté  proportionnellement  à  la 
hauteur  d'élévation,  tandis  que  le  débit  a  très  peu  varié  avec  celle-ci. 
JVIais  il  ne  faudrait  pas  trop  généraliser  ce  résultat,  car  M.  Hall,  dans 
ses  Notices,  évalue  réchauffement  de  l'eau  à  2°  pour  10™  de  hauteur 
d'élévation. 
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El)  résumé,  cet  ingénieux  appareil,  grâce  à  sa  simplicité,  à  son  prix 
d'achat  peu  élevé  et  qui  paraît  appelé  à  diminuer  encore,  peut  rendre 
de  grands  services  dans  bien  des  circonstances  et  notamment  à  bord 
des  navires  de  guerre,  pour  l'épuisement  de  l'eau  de  la  cale.  Comme 
rendement,  il  est  bien  supérieur  aux  éjecteurs,  puisqu'il  échauffe  l'eau 
qui  le  traverse  sept  fois  moins  qu'eux;  il  peut  soutenir  la  comparaison 
avec  certaines  pompes  peu  économiques,  mais  il  est  bien  inférieur  aux 
pompes  établies  dans  de  bonnes  conditions,  et  il  ne  saurait  convenir 
pour  les  installations  fixes  et  fonctionnant  d'une  façon  continue,  comme 
les  distributions  d'eau  de  ville;  toutes  les  fois,  au  contraire,  qu'on  se 
propose  d'échauffer  un  liquide  en  même  temps  que  de  l'élever,  le 
pulsomètre  paraît  être  la  meilleure  pompe  à  employer. 


Jauni,  de  Math    (3=  série),  tome  VI     -  Acjvr   1880.  ^6 
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Étude  sur  les  formules  d' approximation  qui  servent  à  eaîculei 
la  valeur  numérique  d'urne  intégrale  définie; 

Par  M.  R.  ÏIADAU. 


Les  méthodes  d'a|)proximation  qui  permettent  d'obtenir  la  vaieiir 
d'une  intégrale  définie  qu'on  ne  peut  déterminer  directement  mérite- 
raientd'élre  mieux  connues  et  pliissoiivent  appliquéesqu'elles  ne  lesont 
encore.  Les  cas  sont  assez  nombreux  où  les  «  formules  de  quadrature  » 
peuvent  être  substituées  avec  avant;ige  aux  développements  fondés  sur 
la  nature  particulière  de  la  fonction  à  intégrer,  qui  ne  laissent  pas  que 
d'entraîner  parfois  des  calculs  fatigants.  J'ai  donc  pensé  qu'il  pouvait 
y  avoir  quelque  intérêt  à  présenter  une  étude  d'ensemble  sur  une 
classe  de  formules  de  ce  genre,  en  m'attachant  surtout  à  simplifier  les 
démonstrations,  à  marquer  le  degré  de  précision  que  comportent  les 
diverses  formules  et  à  réunir  toutes  les  constantes  dont  on  a  besoin 
pour  les  appliquer. 

i.  La  plupart  des  formules  dont  il  sera  question  ici  .sont  comprises 
dans  la  suivante  : 

(i)  J  ^{.x)dx  =  lk(f[a). 

Elles  fournissent  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée  par  une  sorte  de. 
moyenne  (  '  )  où  les  poids  A,  B,  C,  . . .  sont  attribués  à  n  valeurs  particu- 
lières de  l'ordonnée  9(0:),  qui  correspondent  aux  abscisses  û,  b,c,  .... 


'  1  Je  dis  moyen.ne,  en  supposant  qu'on  divise  par  SA  =  p  • 


aS/j  n.  RADAU. 

Les  coefficients  A,  B,  C,  ...,  comme  les  quantités  (7,  ô,(,', ...  q(ii  doivent 
être  comprises  entre  les  limites  a,  /3),  sont,  par  hypothèse,  des  nombres 
indépendants  de  la  nature  de  la  fonction  o  et  o,ui  se  déterminent  à 
l'avance,  une  fois  pour  toutes.  On  suppose  seulement  qu'entre  les 
limites  de  l'intégration  o[jc)  soit  développable  en  série  convergente: 

o[x)  =  kg  -I-  A^i^-i-  k^x'-i-  .... 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  à  la  formule  plus  générale 


2)  /    o[x)f[x)dxz=lko(a). 


où  J^{x)  esl  une  fonction  donnée. 

Nous  dirons  qu'une  formule  de  quadrature  possède  le  degré  de  pré- 
ciiion  p  —  I,  pour  exprimer  qu'elle  est  rigoureusement  exacte  toutes  les 
fois  que  ^{x)  est  une  fonction  entière  d'un  degré  inférieur  a  p.  Il  faut 
pour  cela  que  les  an  constantes  a,  b,  ....  A,  B,  ...  satisfassent  aux  re- 
lations 


;  =  o,  1,2,  ...,»—  I  ' 


(3)  Ska''=  j'  x''dx     (/i  =  o,i, 

s'il  s'agit  de  la  formule  (i),  et  aux  suivantes, 

[Zbis]       Ska''=   f  x''f{x)dx     (h  =  o,',2,...,p 


s'il  s'agit  d'une  formule  du  type  2).  Le  maximum  de  précision  s  ob- 
tiendra doue,  en  général,  quand  le  nombre  des  équations  de  condition 
sera  égal  à  celui  des  constantes  (p  =  2«). 

Les  relations  (3)  supposent  évidemment  que  les  limites  cz,  /3  soient 

fades.  On  voit  aussi  que  les  coefficients  A  sont  liés  aux  abscisses  a  par 

des  relations  linéaires  qui  les  déterminent  d'une  seule  manière.  Enfin, 

il  est  clair  qu'une  substitution  linéaire  ne  change  pas  le  degré  de  p(^), 

ni  par  conséquent  le  degré  de  précision  de  la  formule.  Or,  en  posant 

^  =  a  +  (P-a)a'„,     rz  =  a+ (,5- «)rto,     A=-- ''(3  — z)  Ao,     o{x)  =  'h{x^), 
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la  formule  (i)  devient 

et  les  coefficients  A 0  sont  proportionnels  aux  coefficients  A.  Comme  les 
uns  et  les  autres  se  déterminent  d'une  seule  manière  par  les  relations  (3), 
on  peut  conclure  de  là  que  les  valeurs  relafhes  des  coefficients  sont 
indépendantes  des  limites. 

Dans  ce  qui  suit,  il  sera  toujours  entendu  que  les  limites  auront  été 
rameiiées  aux  valeurs  fixes  o  et  i ,  ou  bien  —  i  et  -r  i .  Pour  passer  du 
premier  casau  second,  il  suffit  de  poser 

2X-g=l-hX,       2(7p=I-f-fl,        2Ao  =  A, 

où  les  lettres  affectées  de  findice  o  se  rapportent  aux  limites  o  et  i . 
On  trouvera  donc  les  coefficients  pour  les  limites  ±  i  en  doublant  les 
nombres  calculés  pour  les  limites  o  et  i . 

Remarquons  maintenant  que,  si  l'on  applique  la  formule  (i)  à  l'ex- 
pression o{x)  =  k^  +  k,sc-h...,  le  résultat  sera  évidemment  le  même 
que  si  on  l'avait  appliquée  successivement  à  chacun  des  termes  de 
cette  série,  pour  ajouter  ensuite  les  résultats  partiels,  et,  si  le  dévelop- 
pement de  o{.x-)  dépasse  le  degré  de  précision  de  la  formule,  l'erreur 
sera  la  somme  des  erreurs  commises  dans  l'évaluation  des  termes  qui 
suivent  xP-*  .  Soit  —j^  l'erreur  commise  dans  l'évaluation  de  xP,  de 
sorte  que 

(4)  f  xPdx^IKaP-^  Sp, 
et  ainsi  de  suite;  la  formule  corrigée  sera 

(5)  /    ç{x)dx  =  lXo{a)-hkp(p+kp+,Bp^^-i-.... 

Le  système  d'équations  (3),  que  complètent  les  équations  (4),  peut 
être  remplacé  par  l'équation  unique  qu'on  obtient  en  posant 

,      -  I  J  X  x'' 

(Dix)  =  —  -  +  -  -î-  —  +...  , 


2  86  R.     KADAU. 

OÙ  z  est  une  quantité  arbitraire.  On  aura  donc,  pour  le  degré  de  pré- 
cision p  —  i  -, 

(G)  r'-^  :=.  y   -A_  +  JP,  +  f^  ^  .  .  ,  , 

^     '  J^    Z  —  .V        Ztz  —  a        ZI-+'         s^+=        

et,  en  écrivanty"(j:)  ^/^  à  la  place  de  r/.r,  on  aura  l'équation  analogue 
qui  représente  le  système  (3  bis). 

Ajoutons  que,  si  la  substilulion  linéaire  employée  plus  haut  est  com- 
plétée en  posant  s  =  «  -f-  (/3  —  a)?o>  '^s  corrections  c°  pour  les  limites  o 

et  I  seront  les  coefficients  de  ;;^;^>  -zj;^.i  ■•■  dans  (6),  c'est-à-dire 


0  __  Ir ,0      _  £/>+!  —  g  (  A»  +  I  !  g;, 


par  conséquent,  pour  a  =  —  i,  p  =-j-  i, 


En  modifiant  ainsi  les  valeurs  dese,  on  ne  diminue  point  l'erreur  de 
la  formule,  car  le  coefficient  kp  augmente  dans  le  même  rapport  que  ip 
diminue.  Mais  on  peut  (sans  modifier,  il  est  vrai,  le  degré  de  pré- 
cision p  —  i)  diminuer  sensiblement  l'erreur  du  résultat  en  divisant 
l'intégration. 

Supposons  que  l'on  partage  l'intervalle  i  —  oen  [x  parties  égales,  en 
posant 

1  * 

/  ?(a7)^x=  f  -^  f  +...+  ç  , 


et  qu'ensuite  on  applique  la  formule  (i)  à  chacune  de  ces  intégrales 
partielles,  en  faisant 


X 


'•o        /  • 
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On  aura  d'abord 


X" 


■.{x)(}x='-l    o('^\dx„ 


"?S*'K'^')-%:î5  +  ^:[^,...-^(/-.)'-^„l 


en  désignant  toujours  par  e^,  ip+ les  corrections  ordinaires  de  la 

formule  pour  les  limites  o  et  i;   puis,  en  ajoutant  les  résultats  partiels 

V'  .       iilu.  —  1] 

et  remarquant  que  2  i  =  f/,,   >  1=1'-^ ,  ■••, 

de  sorte  que  l'erreur  se  trouve  diminuée,  à  peu  près,  dans  le  rapport 

de  I  à  — • 

C'est  de  cette  manière,  par  exemple,  que  la  règle  de  Simpson  est  dé- 
rivée de  la  formule  de  Cotes,  fondée  sur  l'emploi  d'ordonnées  équidis- 
tantes.  Les  limites  o  et  i  étant  ici  comprises  parmi  les  abscisses  a, 
b,  . . .,  et  la  dernière  ordonnée  de  chaque  intégrale  partielle  coïncidant 
avec  la  première  de  l'intégrale  suivante,  le  nombre  des  termes  à  cal- 
culer n'est  plus  niJ.,  u.ais  seulement  {n  —  i)/7.  +  i . 

2.  Lorsque  les  n  abscisses  sotit  choisies  arbitrairement,  il  reste  à 
déterminer  7Z  coefficients  par  autant  d'équations  de  condition  (p^=«), 
et  l'on  peut  ainsi  atteindre  le  degré  de  précision  fi  —  i.  Si  l'on  se 
donne,  au  contraire,  les  coefficients,  il  faut  tenir  compte  de  la  con- 
dition que  fournissent  les  relations  (3)  ou  {'ibis)  pour  h~o,  a 
savoir, 

yA  =  jS  — a     ou     Sk=^J{x)dx, 

et,  en  ajoutant  p  —  \  =  n  relations  qui  déterminent  les  abscisses,  on 
peut  atteindre  le  degré  n 

Il  y  a,  en  général,  avantage  à  employer  des  ordonnées  symétriques, 


288  R.     RAD-VU. 

prises  deux  à  deux  à  égale  dislance  des  extrêmes.  On  a  dans  ce  cas, 
pour  les  linutes  o  et  i, 

(7,  -t-  rt„  =:=  flo  +  rt„_,  :=..   =   ! 

et  pour  les  limites  ±  i, 

Cl,  -+-  «„  —  flj  -+-  fi„_|  =  .     .  =  o, 

et,  si  71  est  un  nombre  impair,  l'abscisse  moyenne  est  respectivement 
égale  à  I  ou  à  o. 

En  adoptant  les  limites  dri,  on   aura  donc  les  systèmes  suivants 
d'abscisses  symétriques  : 

Vourji=2i ±«i,    —^21    •■••,    ±^M 

Pourn  =  2/+i o,    ±fl,.    ±«21   ••   î    =t<î,. 

Les  relations  (3)  donnent  alors,  en  y  écrivant  2^  +  i  à  la  place  de  h, 

(7)  lAa-''^'  =  o, 

ou  bien,  en  désignant  par  A^,  A_p  les  coefficients  des  ordonnées  con- 
juguées o{ap),  (p{~ap), 

{-]  bis)  2(A,-A_pX'-'  =  o, 

et  ces  équations  sont  satisfaites  en  prenant  Ap  =  A_p.  L'égalité  des  coef- 
ficients conjugués  est  d'ailleurs  nécessaire  si  l'on  veut  atteindre  le 
degré  de  précision  «  —  i ,  car  le  nombre  des  équations  (7  bis)  est  alors 
au  moins  égal  à /,  et  elles  exigent  que  les  j  différences  Ap  —  A_p  s'an- 
nulent. Ainsi,  lorsqu'on  fait  usage  d'ordonnées  symétriques,  il  fautqne, 
dans  la  formule  ((),les  coefficients  conjugués  soient  égaux  si  la  formule 
doit  atteindre  le  degré  de  précision  ?i  —  i ,  et  cette  règle  s'applique  aussi 
aux  limites  o  et  i,  puisque  les  valeurs  relatives  des  coefficients  sont 
indépendantes  des  limites. 

Pour  les  limites  ±  j ,  les  relations  (3)  se  réduisent  dès  lors  aux  sui- 
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vantes,  qui  ne  renferment  que  les  puissances  paires  des  abscisses  : 


«  =  5  f  -+- 1 . 


I^Ao-f-A,       -^-.,.4-A,•      —  I, 
(8)  j  A,nJ-+-    ..  -h  A,<  =  |, 

1       ■        A,  <+...  + A,rt^^ - 


?.  /■  -t- 1 


A,        -f-...-f-A,-      =1, 
A,«;''  +  . 


et  le  degré  de  précision  devient  2A+  r ,  puisque  l'équation  lAa-'"'  --  o 
est  encore  satisfaite.  On  voit  aisément  qu'il  ne  peut  dépasser  a«  —  1. 
On  voit  aussi  qu'eu  choisissant  aibitrairement  les  abscisses  a,,  . . . ,  a^ 
on  atteindra  le  degré  2/  +  r  avec  2/4-1  ou  2/  -h  2  ordonnées  symé- 
triques, tandis  qu'on  l'atteindra  avec  2/ ou  2/4-1  ordonnées  en  se 
donnant  tous  les  coefficienls.  Dans  les  deux  cas,  le  degré  de  |)rccision 
est  égal  à  ii,  si  n  est  un  nombre  impair;  mais,  si  n  est  un  nombre  pair,  il 
devient  dans  le  premier  cas  n  —  i  et  dans  le  second  «  4-  ; . 

Les  formules  du  type  (2)  donnent  lieu  à  des  remarques  aiialogues, 
sij'[x)  est  une  fonction  paire,  c'est-à-dire  de  la  formey(a:-\  car  alors 
on  a  encore  2A«"'^'  =  o.  Mais  sif(^x)  est  une  fonction  impaire,  de  la 
forme  xf^x^),  on  aura  2Arz-*=:  o  ou  bien,  pour  des  ordonnées  symé- 
triques, 

2(A,4-A_,X'=o, 

et  il  faudra  faire  A_^  =  —  A^,  c'est-à-dire  donner  ans  ordonnées  con- 
juguées des  coefficients  égaux,  mais  de  signes  contraires.  En  même 
temps,  Ao:=o;  on  ne  pourra  donc  prendre  qu'un  nombre  pair  d'or- 
données symétriques. 

3.  Les  équations  (3),  ou  le  système  (8)  qui  en  découle,  offrent  souvent 
le  moyen  le  plus  simple  de  déterminer  les  constantes  qui  entrent  dans 
la  forîiiule  de  quidralure  (1),  surtout  lorsque  l'on  connaît  d'avance  un. 
certain  nombre  de  ces  constantes.  M.  Scheibner  a  donné,  en  i856,une 
méthode  pour  les  résoudre  dans  le  cas  où  toutes  les  constantes  sont  à 
déterminer  (p=^  an)  ;  il  nous  suffira  d'en  indiquer  le  principe.  Soit 

F(,r)  =[x  —  a,)[x  —  «■iaj.  .  .{x  —  a,,)  ; 

Joiirii.  de  Maih.  {'i'  série),  lomo  VI.  —  Septemb3f.  i8So.  '7 
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les  abscisses  a  seront  les  racines  de  l'équation 

Le  degré  de  précision  de  la  formule  (i)  étant  maintenant  a/i  —  r , 
on  pourra  faire  (p(/r)  =  x''F{x),  en  donnant  à  h  les  valeurs  o,  i ,  .  . . , 
«  —  I,  et  la  formule  (  i  )  donnera,  dans  ces  cas, 


f  x''] 


''F{x)dx  =  o. 
On  aura  ainsi  n  relations  linéaires  de  la  forme 


'••     +...+ 


h-h  I        h  -i-  -1        "  '        «  -H  A  +  I 

qui  suffiront  pour  déterminer  les  n  coefficients  Cq,  <?,,  ....  Mais  nous 
n'aurons  pas  à  faire  usage  de  cette  méthode. 

4.  Soit  encore  F{x)  —  [x  —  a)  {x  —  b){x  —  c) . . . ,  et  considérons  la 
fonction  entière  du  degré  n  —  i 

Je  supposerai  désormais  que  la  formule  (i)  atteint  au  moins  le  degré 
n  —  \.  Dans  ce  cas,  elle  reste  exacte  en  posant  (p(^)  =  F^fj:-),  et  il 
vient 

j  F,{x)dx  =  k?,[a), 

puisque  les  autres  termes  s'annulent.  En  même  temps,  Fa{o.)  =  F'(a); 
par  suite, 

On  arrive  au  même  résultat  en  partant  de  la  formule  d'interpo- 
lation 

(10)  î'(^^=^Il?(^)fcS' 
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qui  se  Irouve  exacte  toutes  les  fois  que  le  degré  de  o[x)  ne  dépasse 
pas  n  —  ï.  L'intégration  donne,  en  effet, 


i 


o{x)dx  !=  lko[a), 


où  les  coefficients  A  sont  définis  par  les  relations  (9).  Le  résultat  est 
exact  si  le  degré  de  <f{jc)  ne  dépasse  pas  n  —  i.  Soit  maintenant 


n+m 


En  divisant  oi x')  par  F(^),  on  aura  d'abord  un  quotient  Q  du 
degré  m,  puis  un  reste  du  degré  n  —  i  au  plus,  qui,  devant  coïncider 
avec  o[x)  pour  x  =^  a,  x  =  b,  . .. ,  se  trouve  parla  même  déterminé  et 
pourra  être  représenté  par  le  côté  droit  de  l'équation  (10),  de  sorte 
que 

L'intégration  donne 

(n)  f  <p{x)dx  =  \A.o{a)-h  f  QF{x)dx, 

où  la  dernière  intégrale  représente  évidemment  les  termes  de  correc- 
tion kj,îp.  ...  de  la  formule  (5).  En  posant  p  =  n -h  m,  le  degré  de 
précision  devient  n+  /«  —  i,  et  il  fant  pour  cela  que  l'on  ail 


/ 


QF{x)dx  =  o 


toutes  les  fois  que,  ç  [x]  étant  d'un  degré  inférieur  a  7i  -h  m,  le  degré 
du  polynôme  Q  ne  dépasse  pas  m  —  i.  Il  faut  donc  qu'on  ait 

(12)  I    x^F{x)dx=o     {h —  o,  1,  .  .  .,m  — 1), 

ce  qu'on  démontre  aussi  en  faisant  (s{x)  =:x''F{Xj.  Les  relations  (12) 
représentent  m  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  abscisses  rt, 
b,  . . .  &i  l'on  veut  atteindre  le  degré  de  précision  ?i-h  m  —  i. 
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Remarquons  en  passant  qu'avec  un  nombre  impair  d'ordonnées 
symétriques  la  condition  j¥[x)dx  =  o  est  toujours  remplie;  cela  saute 
aux  yeux  quand  les  limites  sont  ±  i,  puisque  F(j;)est  alors  une  fonc- 
lion  impaire,  el  il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  sera  le  même  pour 
d'autres  limites,  une  substitution  linéaire  ne  pouvant  changer  la  forme 
des  facteurs  [x  —  a),  [x  —  bj,  . . .  dont  se  compose  F(a^).  Le  degré  de 
précision  sera  donc  égal  à  n,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
En  considérant  la  forme  des  expressions  (q),  on  pouriait  aussi  démon- 
trer directement  l'égalité  des  coefficients  des  ordonnées  symétriques 
conjuguées. 

5.   Soient  toujours 

o(x)  =/•„■+-  A-,x  +  .  .  .     et     F  (a-)  =  x"  -h  c,i^,x"~'  -~  c'„_2  x""- -+-  .... 

En  désignant  p.ir  le  symbole  E  la  partie  entière  d'une  fonction  ou  le 
(juotienl  d'une  division,  nous  aurons 

(i3)  Q  =  A„Ej^  +  A_Ef^  +  ... 

OU  bien 

(  '  4  )  Q  =  ; =  k„-i-(x—  C„_, )/.■„+,  -r-  .  .  .  , 


et,  en  substituant  celte  expression  dans  (ii),  ou  obtient  les  termes 
^'p^pi  ^'p+i^pi-xi  ■  •  fl'ii  figurent  dans  l'équation  (5).  On  suppose  ici  p  au 
moins  égal  à  ?i.  Le  coefficient  de  k„^,  devient 


(l5)  B„^s  =  f'F{ 


X 


dxE 


b\^, 


ou 


r"-i-S 


^  i?7Vi  "=  ■'■"'  ~  '^«-«•^■'"'  +  («^«-i  -  ^«-2)^'"'  -  • 


F(.rj 

Or  celte  expression  est  le  coefficient  de  -^  dans  le  développement  de 

«71  -M 

E 


-cj  t\j-j  ^i  —  j:j  t.,  2  y 
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et  il  s'ensuit  que  s,,^.^  sera  le  coefficient  de  -j:^^  clans 

La  formule  (6)  devient  ainsi 

et  le  dernier  terme  représente  ce  qu'on  peut  appeler  h  Jonction  gé- 
nératrice des  £,  car  i„+s  est  le  coefficient  de -;;:;:;;:;  dans  le  développement 

de  ce  terme. 

Lorsqu'on  a  p  =  n -h  m,  le  degré  de  précision  devient  ii  -^  m  —  \ 
et  les  E  s'annulent  depuis  e„  jusqu'à  £„+,„_,.  Dès  lors,  les  équations  (i5) 
et  (i6)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes, 


et 


en  supprimant  les  termes  qui  s'annulent  en  vertu  de  (12).  Pour  des  or- 
données symétriques  et  les  limites  ±  i ,  on  aura  £^—  o  toutes  les  fois 
que  p  sera  impair. 

6.   La  fonction  entière 

^i')-'^^''^  ^C-h  cJx  H-  a)  M-  cJx'  -^ax-^-a-)  +  ... 


peut  s  exprimer  par 


ou 


T  (T  .II 

-î — ;  +  •  •  ■      el      ■  =  ---(- 


X  —  a        .1:        ^'~  «  —  ■'•■        "        ti' 
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et,  si  a  est  une  racine  de  '^{x)  ~  o,  cette  fonction  s'identifie  avec 
On  aura  donc 


Or  cette  intégrale,  que  nous  désignerons  par  R(a),  n'est  autre  chose 
que  le  numérateur  du  rapport  par  lequel  nous  avons  exprimé  le  coef- 
ficient A.  On  aura  donc,  pour  les  limites  ±  i, 

(17)  A  = -^tV-^  ==  =7^  E  Ffrt  log 


OÙ  il  faut  faire 


l°g^!=2(^+3^  +  5^  +  ---) 


Cette  expression  des  coefficients  A,  qui  est  due  à  Gauss,  suppose 
que  la  formule  (i)  possède  au  moins  le  degré  de  précision  n — i, 
comme  nous  l'avons  admis  au  n°  4.  Si  elle  atteint  le  degré  2ti  —  3,  on 
peut  obtenir  une  autre  expression  des  coefficients  A  en  posant 

En  effet,  l'intégration  donne  alors 

les  autres  termes   de   la  somme  étant  nuls.  En  différenliaut  l'équa- 
tion {x  —  a)Fa{x)  :=F[x),  on  trouve  encore 

F,{a)  =  F'{a),     sF^rt)  =  F»,      ...; 

par  conséquent,  les  limites  étant  ±  1, 

r,8)  J!ii)    _I!ill4=AF'(n)F"(rt). 
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Pour  des  ordonnées  symétriques,  F-(i)  =  F-(—  i),  et  l'équalion  (i8) 
devient 

I       \  A  -  _i5_        ^'(') 

l'9J  ^~  [i  —  a'Y  Y'[a]r'{a)' 

Si  la  racine  a  coïncide  avec  l'une  des  limites  (a  =  i),  on  aura 

par  conséquent,  en  désignant  son  coefficient  par  K, 

(20)  F'^(i)-iF^(-i)-RF'(i)F"(i), 

et  une  formule  analogue  pour  rt  =  —  i . 

7.  Le  système  d'équations  (12),  qui  exprime  les  conditions  à  remplir 
si  la  formule  (i)  doit  atteindre  le  degré  de  précision  n  +  m  —  \,  peut 
être  présenté  sous  une  autre  forme.  F(x)  étant  du  degré  n,  posons 

F(;r)=DrV,     où     N  =  ax""  +  b  x""^' +  . . .  +  xf'^'" . 

En  supposant,  pour  simplifier,  que  les  limites  sont  o  et  i,  on  aura 
d'abord 


j  ¥{x)dx==  I  Dr'V=o, 


puis 

x¥{x)dx  =  -  I  Dr'V  =  o, 


et  ainsi  de  suite;  en  d'autres  termes,  V  et  ses  m  —  i  premières  dérivées 
devront  s'annuler  pour  x  =  i,  comme  elles  s'annulent  déjà  pour  x  =  o. 

Par  conséquent, 

Y^x"'{x—i)"'{x"-'"), 

où  [x"'"")  signifie  un  polynôme  du  degré  fi—  m,  dont  les  coefficients 

restent  arbitraires.  En  écrivant  maintenant  ■ à  la  place  de  x,  on 

trouve,  pour  les  limites  it  i, 

(21)  F{x)^D':[{x^-i)"'{x"-"')]. 
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C'est  la  forme  que  doit  avoir  F{x)  pour  que  le  degré  de  précision  de- 
vienne n  +  m  —  r .  Avec  m  =  ii  on  atteint  le  degré  2»  —  i ,  et  l'on  a 

(22)  F(.r)-D:.(aî^-.)«==o. 

C'est  l'équation  qui  fournit  les  racines  a,  b,  ...  dans  la  méthode  de 
Gauss  (on  sait  que  c'est  Jacobi  qui  lui  a  donné  cette  forme).  Ces  racines 
sont  toutes  réelles  et  comprises  entre  o  et  ±  i . 

En  nous  contentant  d'un  di^gré  de  précision  moindre,  nous  jiouvons 
disposer  à  volonté  dos  constantes  que  renferme  (.r"~'").  Prenant,  jiar 
exemple,  m  ^^  n  —  i,  nous  |)ourrons  faire 

(a3)  F(^)  =  Dr'[(.r=  -  i)""'  (.r  ih  .)]  =  o, 

en  comprenant  parmi  les  abscisses  (qui  seront  asymétriques)  l'une  des 
deux  limites  de  l'intégrale  (±  i)-  Pour  avoir  des  abscisses  symétriques, 
il  faudrait  ici  l'aire  (j;"~"')  =  a',  et  l'on  retomberait  sur  la  méthode  de 
Gauss.  Prenant  ensuite  ni  =  71  —  2,  nous  pourrons  utiliser  les  deux 
limites  en  faisant 

(24)  F{x)  =  Dr'(-^-'  -  0""'  ==  o- 

Afin  d'exprimer  ces  résultais  à  l'aide  des  polynômes  de  Legendre,' 
posons 

D:{x^  -  I  )"  =  1 .  2  . .  .  7k  :.«.  P„  (.r)     et      D,,  P„  =  P',, . 

Les  équations  (22),  {i3)  et  (24)  deviendront  : 

(22  bis)  P„(.r)  =  o     (degré  de  préc,  2/1  -    i), 

(  23  bis]  {.T  ±  i)P„_,  +-  -  (.r-  —  1)  P',_,  =  o  (degré  de  préc. ,  2^-2), 
(24  bis)  ('^■"—  ^)K-i  —  o     (degré  (le  préc,  2tt  —  3). 

On  voit  que  l'équation  (24  bis)  fournit  le  degré  de  précision  211  —  1 
avec  n  -l-  i  ordonnées,  parmi  lesquelles  sont  comprises  (p(+ i)  et  (p(  — i), 
et,  dans  le  cas  où  c^{x)  s'annule  pour  j?  =  ±1,  on  n'aura  à  calculer  que 
H  —  i  ordonnées,  c'esl-à-dire  une  de  moins  tpie  dans  la  méthode  de 
Gauss. 
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8.  Pour  revenir  au  cas  général,  soient  rt,  Z»,  c,  . . .,  p\es  n  —  /??  ra- 
cines arbitrairement  choisies.  Nous  aurons  d'une  part 

F  (a;)  =  D;"  [(a;=  -  iflx""")] 

et  de  l'autre,  a  étant  l'une  quelconque  des  racines  données, 

o  =  D;;'[(fr  — i)'"(fl"-'")]. 

Ce  système  de  ii  —  m  équations  détermine  les  coefficients  du  poly- 
nôme [x""'")  =:  u -\- [ix -\- .  . -{- x"''"  ,  et  l'on  voit  tout  de  suite  que 
F[x)  aura  pour  expression  le  déterminant 

(25)  2  ±D7D;:Dr...[(.-r==- !)'"(«='-  \)'"{b--i)'"...n{a,b,...,p,cc)], 

où  Yl{n.  /',..,  p^o^)  signifie  le  produit  des  différences 

{b  —  a){c  —  a) . . .  {x  —  p). 

Cette  expression  de  F{x)  avait  été  déjà  donnée  par  M.  Christolfel 
[Joui  uni  rie  Ci  elle ,  t.  LV);  mais  nous  y  sommes  arrivé  par  une 
autre  voie. 

Quand  les  racines  a,  b,  ...  sont  symétriques  (±  «,  ±  h,  . .  .),\e  po- 
lynôme (j;"'")  ne  renferme  que  des  puissances  de  même  parité,  et 
l'expression  deF(a;)  se  simplifie,  car  le  nombre  des  équations  à  ré- 
soudre se  trouve  alors  réduit  de  moitié.  Soit  d'abord  /;  —  m  =  as;  on 
aura  s  équations  de  la  forme 

o  =  D,T[(rt=-i)'«(a'^)], 
qui  donneront 


(a6) 


F(^)=r  2rhD;'D:rDr... 

X  [{x'  -  i)'"{a-  _  ,  y  (Z,=  _  I  )'". . .  n(a%  b\  ...,x')]. 


Remarquons  maintenant  que 

Dr  [{ce-  - 1)'"(^")]  =  Dr'  [(^'  -  •)'""'  (^""')j, 

où  les  deux  polynômes  (a:--')  et  [x^^~^')  ont  le  même  nombre  de  coef- 

Journ.  de  Math.  (3=  série),  tome  VI.  —  Septembre  iSSo.  •5^' 


298  I!.     EADAU. 

ficients  et  peuvent,  par  conséquent,  se  déduire  l'un  de  l'autre.  En  fai- 
sant usage  de  celte  transformation,  on  trouve 

(  F(^)  =  2±Dr'Dr'... 

^^^^     i  >i[{x--i)"'-\a--i)"'-'...ab...x.n{a-,h-,.  ,,x^)]. 

Soit,  par  exemple,  n  =  3,   ni  =  i ,  s  =^  i   (degré  de  précision,  3).  L'é- 
quation (26)  donnera 

F[x)  =  D_cDa{v''  —  i){n-  —  i){x-  —  a"   =  Sax[x-  —  «'), 

et  l'équation  (27),  directement, 

F{x)  =  ax[x-  —  a^). 

9.  11  faut  iKaintenarit  déterminer  les  coefficients  de  la  formule  de 
Gauss.  En  faisant  F[x)  =  P„,  et  F(«)  =  o,  l'équation  bien  connue 

{x-  -  î)P';,  +  ixt-',,  r=  /^(/^  +  i)P„ 

fournit  la  lelalion 

(i  -  a-)¥"{a)  =  2rt.F'(rt). 

En  ?iicme  temps,  F-(j)=:  i,  et  (19)  donne 

(28)  A  =  ^-,-^. 

^        '  i  —  a-  i  -[il  ) 

En  rapprochant  (28)  de  (17),  on  trouve 

(i  —  n-}R{a).F'{a)  =  'i, 
d'où  enfin 

De  ces  expressions,  les  deux  premières  avaient  été  données  par 
Gauss;  la  troisième  est  due  à  M.  Christoffel,mais  elle  découle  des  deux 
premières.  La  seconde  expression  est  luie  fonction  entière  de  a,  du 
degré  2n.  Gauss  fait  observer  qu'elle  peut  être  remplacée  par  le  reste 
que  laisse  la  division  parF(n),  puisque  F(rt)  =  o.  Ce  reste  sera  du 
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(îegré  Ti  —  2  si  n  est  un  nomljre  pair;  dans  le  cas  de  n  impair,  on  aura 
aussi  -  F  rt  :  —  o,  en  faisant  abstraction  de  la  racine  x  =  o,  et,  en  divi- 

a 

sant  par  -F(rt),  ou  Irouvei'a  im  reste  du  degré  n  —  3. 

Lorsque  «  est  impair,  le  coefficient  qui  correspond  à  la  racini!  zéro 
a  pour  valeur 

.  2  /  2  .  4  •  -  •  "  —  I  '> 


F'-^o  \     3.5...W    /  ' 

en  même  temps,  le  calcul  des  autres  coefficients  peut  être  simplifié 
par  cette  remarque,  qu'en  vertu  de  l'équation  P„(rï)  =  o  on  a 

V^{a)  =  )v-Ua). 

Les  relations  (8j  et  (28)  montrent  que  les  coefficients  soritdes  frac- 
tions positives  (o  <;  A  <[  i  ). 

Les  formules  (i5)  et  (  16),  ou  (i  5  Z»»^  et  (16  bis),  déterminent  les  cor- 
rections £.  Pour  les  limites  ±1,  on  a  d'abord  ?2«+i  =  Oj  ^sn-s  =  o,  . . ., 
puis 

En  posant 


on   voit   que  £,,  sera   le   coefficient  de  ^r^^  dans  le  développement   de 
^,^5  par  conséquent  inn-is  celui  de— dans  le  développement  de 

(/2  H-  l)(«  4-  2)    I 

(3o)  .-- 1^^  =  s.„  ^^^"  +  ''      ^  — . 

On  trouve  ainsi 

in  --  \   n-  -i-  n  —  i 

2  «  4-  3        2  «  —  I 
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et  £^„+2>e2n  à  partir  de  n-^-i.  Mais  en   même  temps  So,,  ■< 

'  •  '  ■  3«  +  I 


En  désignant  par  >>,,  Xo,  ...  les  coefficients  de— ,  -i  •■•  dans  la  série 

infinie  qui  forme  le  numérateur  de  l'expression  (3o),  et  par  —  [j.,, 
+  p.21  ...  les  coefficients  de  la  série  finie  qui  figure  au  dénominateur, 
on  aurait  aussi 

On  a  d'ailleurs 

2  I    21  3 

8  p  ;   G  2   3    8   j.   lo  3   5 

35  7      35   63  "        g      21  ' 

16  p  (,   <5  ,,    5   2    5 

— :^ —  r^c  — ■  ^ ^    H ■^^" ô —  ' 

2JI  II      II      ail 

16  p  ,   ^'5    'o5  3    35  _ 

29  '        i3     143     429 


I'>8    p     g  '^8      5  '4       4  28        ,  IJ 

_L^p    _  „9       36  126    ,        84  63 

5  17  85  221  2431 


On  trouve  ainsi  (limites  ±  1)  : 
n  A  222 

Pour/7=I.       «  =0,       A:=2,       Eï=Tr5        E,=  p)        £o=-> 

357 
/T  8  4a  i6 

«=2.    «^y/g.    A^i,    ..^p,    S„=— ,    ..  =  -, 


/;:=3.     fl  =0  el  \     j-i 


.       8      5                8                  88  656 

A^-et-,      £5^ — ",      £5= -,     E, 


9      9  175  1125  6875 


,        .      3,2/6        .        i8rp\/3o  128  171 

7       7  V   5  3d  1 1025  77 

f.        ,  5  ,  2     /lo      .      128      322 rni 31/70  128  3 in 

«  =  5.       fl=— o   et-±-i/— ,       A  = -et  = î-^,       £„=:--——        £,,=:  ~: 

9      9V    7  225  900  436 K)  117 

(')  Sur  les  correclions  de  la  formule  de  Gauss,  voyez  :  .îaiolji  [Journal tic  Cretle, 
t  X")  ;  Heine,  Handhuch  dcr  Kiigelfuiictioncn ,  p.  289,  et  une  Noie  de  M.  Callandreaii 
[Comptes  tendus  des  séantes  de  l'Académie  des  ScienceS)  3  mai  1880). 
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Gaussa  donné  les  valeurs  numériques  des  racines  et  des  coefficients 
jusqu'à  II  —  "j-,  je  les  ai  encore  calculées  pour  /i  =  8,  g  et  lo.  Le  Ta- 
l>leau  suivant  contient  :  dans  les  deux  premières  colonnes,  les  racines 
conjuguées  a  et  i  —  a  pour  les  limites  o  et  i;  dans  !a  troisième,  les 
coefficients  A  pour  les  mêmes  limites  (en  les  doublant,  on  aura  les 
coefficients  pour  les  limites  ±i);  dans  la  quatrièîne,  les  racines  a 
pour  les  limites   ±l  i  . 


«  =  3. 


n  =  /^. 


'1  =  5. 


a. 
,21 132487 

270167 


A. 


')  ' 


0,5 


1  0,06943184 
/  0,33000948 

!  0,04691008 
0,23076534 

!  0,03376524 
O, I 6939531 
o , 38o6go4 i 

/  0,02544604 
j  o,  i2g?.344> 
1  0,2970-742 

[  0,0198550718 
1  0,1016667613 
!  0,2379.337950 
'  0,4082826788 

0,0159198802 
o,o8u,844463 
o,  if)33i42836 
0,3378732883 
o 

0,0130467357 
0,067 {683167 
o, 16029521 5g 
0,2833023029 
0,4255628305 


0,5 


0,78867513 
0,88729833 

o,93o568i6 
0)<3G999o52 

o,g53o8992 
o , 76923466 

0,96623476 
0,83060469 
0,61930959 

0,97455396 
0,87076559 
0,70292258 


0,98014492-82 
0,8983332387 
0,7627662050 
0,5917173212 

0,9840801 198 
0,918  )i55537 
0,8066857164 
0,6621267 1 17 
j 

0,9869532643 
o,q3253i6833 
0,8397047841 
0,7166976971 
0,5744371695 


i),5 


o»27777778 

0,44444444 


.;42 


0,17392 
0,32607268 

0,11846344 
0,2393 1434 
0,28444444 

0,08566225 

o, 18038079 

0,23395697 

0,06474248 
o, 13985270 
0,19091503 

0,20897939 

o,o5o6 142681 
0,111 19051 72 
o, 1 568533229 
0,1813418917 

0,0406371942 
o ,  C.903240804 
o,i3o3o53482 
o,  1061735385 
o,  i65i 196775 

0,0333356722 
0,0747256746 
o, 109543 181 3 
o, 1346333597 
o,  1477621 124 


±0,57735027 

±0,77459667 
o 

±0,861  i363i 
±0,33998104 

±0,90617985 
±0,53846931 
o 

±o,932'|695i 
±0,66120939 
±0,23861919 

±o,74i53i  19 
±o,4o5845i5 
o 

±o,g6o28g8565 
±0,7966664774 
±0 ,5255324099 
±0,1834346425 

±0,9681602395 
±o,836o3i  1073 

±0,613371  :'|327 
±0,3242534234 
O 

±o,973go65285 
±0,8630633667 

±0,4333953941 
±0, 1488743390 
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Voici  les  corrections  ïjn  pour  les  mêmes  systèmes  : 

lira.  0  et  I.  Uni.  riz  i. 

/j  =  2  .    £j  =  -TT-  =  o,oo555556  o,  1777-8 

100 

«=3 £s=r-7> 1=0,00035714  0,045714 

«  =4 Sa   =  -7-, =  0,00002268  0,011610 

44100 

«:^5 C|j=  o,oooooi43i549  0,002932 

7?  r=  6 £.2=0,  ooooooogooq8  o ,  00073S 

// ^  7  ...  .  £|,=r  o,oooooooo566o  0,000186 

«  =  S e,6=  o,ooooooooo355  0,000047 

«^g £,j=  0,000000000022  0,000012 

/?=10 £,0  =  0,00000000000  1  o,ooooo3 

On  voit  que,  pour  les  limites  ±  i ,  chaque  correction  £  est  à  peu  près 
j  de  la  précédente  (-7^  de  la  précédente  pour  les  limites  o  et  1  j- 

10.  Lorsqu'on  veut  se  servir  de  l'équation  (28  his),  en  prenant 

?{X)  =  {X+  l)P„_,  -^  ^  (^=  -  O^Ln 

on  a  d'abord 

(ar=  -  i^F"-f- (.r  +  I  )F' = //= .  F, 
puis 

F(i)  =  2,     F(-i)  =  o,     (i-rt)F"(a)  =  F'(rt)=2P'„_,i», 
et  (18)  donne 

Pour  la  racine  —  i,  on  a   F'-(—  \\  =  n-,  et  réquation  (20)   donne 

n- 

On  trouve  ainsi,  par  exemple  : 
Pour  n  =  1    degré  de  précision,  2)  : 

a=-i,     +3,     A  =  -,     -; 
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Pour  n  ;r=  3  degré  de  précision,  4) 

I  ±  v'B        ,        2        I  fi  13:  v'IJ 
5  9  uS 

Ces  constantes  se  rapportent  aux  limites  —  i.  Pour  les  limites  o  et 

I ,  oi)  prendrait 

a        .         I        3 
n  =1  2,     a  =  o,     -)     A  =  y»     7>     •■•• 
o  4       4 

La  détermination  des  coefficients  devient  un  peu  plus  difficile  lors- 
(pi'on  veut  se  servir  de  l'équation  '24  bis),  en  faisant 

do  sorte  que  les  racines  ±:  i  viennent  s'ajouter  à  celles  de  P'„_,  =  o.  On 
a,  dans  ce  cas, 

F'  =  «(/i  —  i)P„_i,     F"=  «(// —  i)P'„_,.     (o;- —  ijF"=  «I // —  I  iF, 

puis 

¥'{i)  =  ri{?i-  1),     2F"(i)  =  7r-  /i  — i)-, 

et  (20)  donne,  pour  les  deux  racines  ±i  i, 

/in  —  I J 

Mais  (18)  donne  o  :=  o.  Pour  obtenir  les  autres  coefficients,  nous  pose- 
rons 

¥{x)  :={x  —  i][x  —  a)J\x). 

En  prenant  o{x)  =  2j.f',  la  formule  (i)  donne 

/=(.)  =  2A/(n)./'{«)+2K/li)./'(,), 
les  autres  termes  étant  nuls;  ensuite 

F'(.)  =  (!-«)/(.),     lF"(0=/(.)-^,.-«)/'Mj, 
r{n)  =  [a-i )f{a),  o  =/(«)  +  ( a  -  .  )f'{a) , 
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et,  en  substituant,  il  vient 

(33)  A  =  Kj     '"  ^ 


On  peut  faciliter  le  calcul  des  coefficients  A  en  observant  qu'en  vertu 
(le  l'f'quaîion  P'„_,(a)=  o  on  a 

9 

-  P„_,(n)  =  -i-P'„_„(,7)  =  — ^  i  P'„-»('-ï). 
Lorsque  n  est  impair,  le  coefficient  de  la  racine  zéro  a  pour  valeur 

^»~*^U-5...«-2J  ~«-i  \  3.5. ..«  y' 

La  relation   (33)  peut   aussi  s'obtenir  cotnine   il  suit.  En  prenant 
(jji^x)  =y.F',  la  formule  (i)  donne 

Or  la  même  intégrale  peut  s'écrire 

et  l'on  a  ('  ) 

^+1  p  p/  /^+'     p 

/      ^-^    dx  =  Y[a)\      -^^—dx  =  o, 

puisque  a  est  une  racine  de  l'équation  ?'(/-<)=:  o.  On  en  conclut  que 

AF'=  rt)-RF'=(i)  =  o. 

Pour  n  =  i  et  //^=3,   cetie  méthode  coïncide  avec  celle  de  Cotes. 
Pour  //^-4,  5,  G,  7,  8,  9,  lo,  II,  les  abscisses  qui  s'ajoutent  à  rh  1  se 


(')   F.   Neumann,  Bcitr.  zitr  Thcoric  der  Kugcl/uitctionen,  p.  i55,  n"  23. 
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déterminent  par  les  équations 

5x^  —  I  ^  o,     7x' — .3^  =  0,     3x'' — ■ix---h-:=o, 

i 

1 1  x"  —  I  o  A' '  +  77  .r  =  o, 

•3S  ^l45n5  1,1,1,  I 

I  ^a:^  —  ibx*  +  ^î-:r^  —  ^—  —  o,     -a"  —  -x^H — ^  x' j^x  =  o, 

II  33  '7  t)  i3  143 

^x^  ~  /l  .t"  +  2 a- ■'  —  ■%  x^-{ ^  =  o, 

7  i3  143 

323     „       204     7   ,     Q     s       /     3   ,     3 

21  7  i3 

On  trouve  ainsi  : 
Pour  71  =  4, 

Pour  «  =  5, 

V  7  •" 

Pour  «  =  6, 


-'   -  -  -        go        90 


«  =  -.     -\/3±l\4     ^  =  ^'    "^ 


Pour  «  =  7, 


,    /o     ,     2       /5  .         I         lainr-v'iS        206 

'  V    ' '         1  t   V  3  '  21  35o  525 

Quant  aux  corrections  s,  que  nous  désignerons  ici  par  (c^,  on  dé- 
montre facilement,  en   se  servant  de   la  formule  (16),  que  (s^)  est  le 

coefficienl  de  — ■  dans  le  développement  de  „,""",     •   Par  conséquent, 

si  nous  écrivons  }i-t-ï    à  la  place  de  n,  [tin^n,)  sera  le  coefficient  de   . 

—  dans  le  développement  de 

j   ,    {n-i-2](n-h3;    i     ,.    ^^ 

,„^,  Q'   (zj     7?-4-l'  2f272-+-3)  Z^'' 

^"     ■      Ë^    -    ~    '=="    "^  («-I)(«-2|     I      ,  ' 

2  (  2  «  —  I J  3' 

Juurn.  de  Math.  (3=  série),  tome  VI.  —  Sepiesibke  i8So.  ^^ 
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où  £;„  est  la  quantité  définie  par  la  relation  (agj.  On  aura  donc 

,        ,  «4-1  ,  s {n  +  1^- 


Cl  l'on  voit  que  les  corrections  (a^)  sont  du  même  ordre  de  grandeur 
que  les  corrections  s^  de  la  formule  de  Gauss,  mais  de  signes  con- 
traires. Il  s'ensuit  que,  en  combiuHnt  d'une  manière  convenable  les 
résultats  G,  F  tirés  des  deux  formtdes,  on  peut  annuler  la  première 
correction  et  diminuer  fortement  les  suivantes;  il  suffit  pour  cela  de 

prendre  la  moyenne Cette  moyenne  aura  le  deere  de 

précision  2/2  +  1,  et  ses  corrections  seront 

ri  I  /?  -T-  I 

îo„+.,        =    —       : £.>„^.>    =     — 


2  /i  -i-  I    «  ;  «  -f-  I  ;  —  I      "        "  [in  —  I  ;  :  2  /2  +  a  I      " 

Ainsi,  pour  72  =5,  £,„  étant   prise  pour  unité,   les  corrections  ■,.,, 
£i , ,  ...  de  la  formule  de  Gauss  sont  fournies  par  la  série 

211   1261   462  I 

i3  3-   65  3*   221  z''  '  ''  319  I    13409  I    580943  I 

""/  "^  77^  ?  "^  ^835  z>  "'"  86-5 1   ?"*"•••' 


I- 

10  I         5    I 

g  ~=    '    21  z' 

et  les  corrections  de  la  nouvelle  formule  (en  laissant  de  côté  le  fac- 
teur —  I)  par  la  série 

28  I      4^  I      924  I 
'"^T3?'"'"T3i'"^227^"'"'"  _         110  I    ,3191       238481 


21         11  3q  2^       63  z'    '    32i3   2*    '  '    ' 

I 1 -^ 

3    3=  21     2' 

Les  valeurs  relatives  des  corrections  £,„,  s,.,,    ...,   (£,0),  (£12), 
s'expriment  donc  par  les  nombres 

G ^  I,     -f-  2,7265,        +4,7298,         +6,6967,       ..., 

F —  ^5     —  ■=  2,8205,      —  ^  5,0635,      —  -  7,4223,  .  .    , 

et  les  corrections  de  la  moyenne  deviennent 

6G  +  5F 

•••  o,     —    o,oDi3,         —    0,1020,         —   0,3950,   .... 
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On  voit  que  £,„  disparaît  et  que  £,,  se  trouve  réduite  à  -p-.i  £,,  à  — 

de  sa  valeur,  etc. 

Voici  les   valeurs  des  constantes  pour  la  formule  (24  bis)-,  les  ra- 
cines a,  I  —  a  et  les  coefficients  A  sont  donnés  pour  les  limites  o  et  i . 


«  =  4. 


0,27639320    o,7236oG8o 


Il  ^  [) . .      0,1 


7267316    0,82702684 


0,D 


O  I 

«=^6..  l   0,11747234    0,88252766 
(  0,35738424    0,64261576 


o, 08488805     o,gi5iii95 
'  0,26057560     0,7344244" 
0,5 


0,06412993 
0 ' 204 I 4991 
o,39535o3g 

o 

o,o5oi2ioo23 

«  =  q..  ;  o,i6i4o686o2 

0,3 184412681 


0,93587007 
0,79585009 
0,60464961 

I 

0,9498789977 
0,8385931398 
0,6815587319 


.,5 


0,0402330459 
o, i3o6 130674 
0,2610375251 
0,4173605212 

o 

0,0329992848 
o, 1077582631 
0,2173823365 
0,3521209322 


0,9597669541 
0,8693869326 
0,738962^749 
0,5826394788 

I 

0,9670007 l52 

0,8922417369 

0,7826176635 

0.6478790678 


),5 


o, 08333333 
o,'j  1666G67 

o,o5 

0,2^222222 

0,35555556 

o,o3333333 
o, 18923748 
o,  2774?c)i9 

0,02380952 
o, i384i3o2 
0,21587269 
0,24380952 

0,017857 14 
o. io5352i I 
o, 17056135 
o, 20622940 

0,0138888889 
0,082  7 '17  6808 
o,  1372693563 
o, 17 32 142555 
o, 1857596372 

0,0111111111 
0,0666529954 
o, I 1244467 10 
o, 146021 34 18 
o, 1637698806 

0,0090909091 
0,0548061 366 
0,0935849409 
o, I 240240521 
o, 1434395624 
o, 1001087977 


±0,44721360 

±  I 

rt  0,65465367 
o 


:  0,76505532 
: o, 28523 I 52 

;  0.83022390 

;  0,46884879 


±0,87174015 
± 0,59170018 
±  o ,20929922 

±0,8997579954 
±  0,6771862795 
in  o,363i 1 74638 


±0,9195339082 

±  0,7387738651 
±o.4779'>4949S 
±0,1652789577 

±  1 

±0,9340014304 
±0,7844834737 
±  0,5652353270 
±  0,2957581 356 
o 


3o8  R.    RADAU. 

Voici  les  corrections  (h)  pour  les  mêmes  systèmes 


lim.  0  et  1. 


"  =  4 ^6  = 

«  =  5 s,  = 

'1=6 î|o  = 

/2  =  7 2,3  = 

«  =  8 :,,= 

"  =  9 ''<' 

ri  =  10 s,8 

"  =  11 Sio 


0,00047619 


2100 

0,00002834 
0,00000172 
=;  —  o,ooooooio5 
^ —  0,0000000065 

=:  —  O , O0OOOO00o4o 
=  —  0,000000000025 

=  —  0,000000000001 5 


lim.  ±  I . 

—  0,o6oC)52 

—  0,0 145 12 

—  o,oo35i8 

—  0,000861 

—  o ,0002 12 

—  o,oooo53 

—  0,00001 3 

—  o,onooo3 


il.  La  méthoile  de  Cotes  est  fondée  sur  l'emploi  d'ordonnées  é(jui- 
distantes,  qui  correspondent  aux  abscisses 


ou  bien 


o, 


n  —  I      ft  — 


n  —  3  ,    n  —  5 


-  î    I    i  lim  o  et    I 


(lim±il 


Les  coefficients  conjugués  sont  égaux,  et  le  degré  de  précision  sera 
71  —  I  ou  fi,  selon  que  11  sera  pair  ou  impair.  Voici  les  valeurs  des 
coefficients  pour  les  limites  o  et  i  ;  ces  coefficients  correspondent  aux 
abscisses  conjuguées 

I  a 

o, 


-  -  , 
n  —  I 

n  —  1 

«  —  2 

«  —  3 

n  —   I 

«  — ^  1 

auxquelles  s'ajoute  l'abscisse  moyenne-  si  n  est  impair. 


«:=!... 


A=;  1 


(a  =  o,    11 


I     4       /  '        \ 

«  =  3 A=-T)-^         a  =  o, -?    I     ■ 

b    b      \  2       / 
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"='' ^  =  g'  l    (•''  =  °'5'  V  • 

7     32     12.     /  I      I     3 

90   90  90     V  424 

rt  =  6 288A=:i9,  75,  5o. 

«=7 84oA=:4'>  '16,   27,   272. 

«=8 i728oA=75'i,  3577,  i323,  2989. 

«  :=9 28350A  =  989,  5888,  —  9''-8,   10496,  —  ^^^o. 

«=rio 896ooA=:  2857,   15741,  1080,  19344.5778. 

»  =  r  I 598752  A  =  16067,  io63on,  —  48j25,  272400,  —  26o5'jo,  427368. 

Voici  encore   les  corrections  Zp  pour  les  limites  ±  i    et  pour  les 
limilesoet  i  (celles-ci  se  déduisent  des  premières  en  divisant  par  2^+'). 

(lim  ifci.)  (lim  o  et  i.) 

2  I 

«=I r,  ;=  4-  -  H = -J- o  ,o833333 

3  .12 

/i=z  1 ;.=:  —  i  —  ;t=  —  0,1 666667 

3  b 

4  ' 

// =  3 i,  := -"î;  = —  0,0083333 

i5  120 

,  16  '  -    3 

"  =  ^ =■■=-735     ~  — =-o.«°-:o37 

«  =  0 ^c  = 7^3^  =—  0,0003720 

2  I  2b00 

^  352  I I  ^ 

«  =^  D £,,  = ^ j         —  -p—p :=  —  O  ,  0002095 

131275        525oo  ^ 

16  I  ^ 

"=- '-  = ?  ~    3QKQ      "^   0,0000257 

121 5  3oobo 

42^52  16*7 

"  =  8 i^=—- — '- — .    '      =  —  0,00001 58 

•J294205  io5884io 

37  37 

•'  8448  i73oi5o4 

I 10720         865  , 

«  =  "0 £io=—  Q  /g  /  o     —  r-i   ag ^=—0,0000014 

39459493       63 135190b 

4174832         260Q27 

"  =  11 £,:  = 7v7^^ FTT-? 57T^ '■ =—0,0000002 

2bbboit)b25  i3b3ooooooooo 

La.  méthode  des  trapèzes  resieiU  à   remplacer  la  courbe  j-='s(x) 
par   un   polygone  inscrit.  En  faisant  usage  de  n  ordonnées  équidi- 
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sfantes,  qui  divisent  l'aire  à  évaluer  en  n—  i  =  m  trapèzes,  on  a 

(3/,)/ 

m  ^  '   \m  I    '  lin 

1 

Cette  formule  devient  déjà  inexacte  pour  cp[x')  =  x-;  elle  n'a  que  le 
degré  de  précision  i .  Ce  qui  atténue  l'erreur,  c'est  que  les  corections  s 

sont  proportionnelles  à  — •  En  effet, 


/„  2  ni        m  ^ 


ni 


P        ,    p{p—t^'.P  —  ^)        P{p  —  t){p—^){p—^'\'p  —  ^) 
-r- 


11  m'  'jQ.om'  3o24o/«'' 

par  suite. 


I 


Au  reste,  la  formule  (  34)  représente  simplement  les  premiers  termes 


de  la  formule  d'Euler 

'  /l\  «  f  I  1  -t-  (jJ  (  o  ) 


J>(a')rf^  =  ;^^ç 


m  — 1 


m  I  2  m 

o)       ?'"(■)- ?"'(o)       9'ii)-y'(o) 


'jaom''  3o24o 


m' 


et  les  formules  de  Cotes  sont  complétées  d'une  manière  analogue  [lar 
daulres  formules  qui  se  déduisent  de  cette  dernière. 

12.  On  conçoit  que,  dans  des  cas  particuliers,  le  degré  de  précision 
de  ces  formules  puisse  être  plus  élevé  que  dans  le  cas  général.  Ainsi, 
quand  oi^x)  est  une  fonction  paire,  t^[x)^=  i{>(x^),  on  aura,  pour  un 
nombre  pair  d'ordonnées  symétriques  («  =^  2/), 
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les  racines  et  les  coefficients  étant  calculés  pour  les  limites  ±  i.  Le 
nombre  des  termes  de  la  formule  se  trouve  ainsi  réduit  de  moitié,  et  la 
mélhodedc Gauss  permet  d'atleindre,  avec  /ordonnées,  !e  degré /(/—  i  ; 
l'erreur  ne  commence  qu'au  terme  x*'  du  développement  de  ç(x).  En 
prenant  7i  —  21  -j-  \,  on  atteindrait  le  degré  4'  +  i  avec  i  -l-  t  ordon- 
nées, car  il  faudrait  alors  ajouter  le  terme- Ao|(o). 

Soit,  d'autre  part,  (p{x)—  xP-'<1^{xP).  En  posant  a''=  z,  on  aura 

p       (p{x)dx—  /    <\i{z)dz^  lA<li{a). 

et,  en  faisant  usage  de  la  méthode  de  Gauss,  l'erreur  ne  commencera 
qu'au  terme  z^"  —  x^"p.  Dans  le  cas  de  /j  =  2  par  exemple 
[çi(j:)  =  X  ij/(x^)  étant  une  fonction  impaire],  l'erreur  ne  commencera 
qu'au  terme  x'"'. 

Dans  une  Thèse  présentée  en  1 868  à  la  Faculté  des  Sciences,  M.  Pujet 
a  traité  le  cas  plus  général  où  ç)(.r)  =  x'(|;(jc'').  Posant  encore 
xP  =  z,  on  aura 


^X  'f^^^^-^'^f  ^(^)'-^  '^-■' 


et  l'uîtégrale  appartient  ici  au  type  (2).  On  pourra  la  représenter  par 
lA(|;(fl)  avec  le  degré  de  précision  2/z  —  i  par  rapport  à  z  [inp  —  1 
par  rapport  à  x)  en  faisant 


~  V{z)  =  D^  [x'"'  s"-'  (z  -  i)"] 


et 


*  =  F^X'^"W'?''^' 


ainsi  que  cela  résulte  du  raisonnement  déjà  employé  aux  n"*  4  et  7. 
Mais  ce  cas  rentre  dans  le  suivant,  qui  a  été  traité  par  M.  IVIehier 
{Journal de  C relie,  {.  63,  1864). 
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Î5.  La  formule  du  type  (2) 

j      (p{x)J{x)dx  =  lAri>{a) 

atteindra  le  degré  de  précision  2?i  —  i  si  l'on  pose 

(35)  F{x)f{x)=D:[f{x){œ-' ->)"], 

puisqu'on  satisfait  ainsi  aux  équations  de  condition 

/      x'^¥ ix)f[x)clx  ^^  o,      [h  =  o,  \ ,.  .  .,  Ji  —  i), 

qui  sont  les  analogues  des  équaiions  (12),  pourvu  que  les  produits 
(i  —  X-  )f[x),  (i  —  X- )-J'[x),  . . .  s'aunulent  pour  x  =  ±  i .  Cette  con- 
dition sera  remplie  en  prenant 

•       f{x)={i-xf(i  +  xy; 

tnnt  que  ).  -l-  i  >  o,  /x  -f-  r  >•  o.  En  même  temps, 

On  aura  donc,  avec  le  degré  de  précision  a/i  —  1 , 

(36;  /       o{x){i  —  X  '  \^  -I-  X  i'-dx  =  /  A  0\a), 

en  prenant  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation  F(jr)  =  o,  F{x) 
étant  définie  par  la  relation 

(37)         {x  —  i)''(^  +  i)!^I'(.r)=  D:[(^  —  i)«^'-(j:  +  i)"-i^j. 

Pour  prendre  un  exemple,  soit  >.  =  ij.  =  i .  Nous  aurons 


j      q>{x){i~  x-jc/x^'^Affia), 
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et    (37)    deviendra    F(a?)  =  Pi,  +  ,  =  o.     Pour     7z  —  2,     on     trouvera 

«  =  ±y/i,A  =  î. 

1!  est  très  remarquable  que  les  coefficients  de  la  formule  de  Gauss, 
ainsi  généralisée,  conservent  la  forme  indiquée  par  la  relation  (28). 
Voici  comment  M.  Meliler  a  démontré  cette  proposition. 

La  fonction  F,  définie  par  (37),  satisfait  à  l'équation  différentielle 


(38) 


j  n,[(i  -zf*'{i-^zY^'F'{z)] 

\       -t-  n{n  +  X  +  p.  -!-  i)(i  —  z)^('  -+-  zYF{z)—  o. 


Cette  équation  étant  désignée  par  iI)(F)  —  o,  la  fonction  L(  z),  définie 
par  la  relation 

(i  -  zf{i  +  zfL{z)=^-R{z)  =  r"'F(^)-F(')  (,  _  j:)^(,  +  a:)^dx, 

satisfait  à  l'équation  $(!.)  =  2CoF'(z),  où  €„  est  une  certaine  constante 
numérique.  On  tire  de  là,  en  intégrant  par  rapport  à  z, 

(i  -z)^+'(i  4-z)'^"'(FL'-LF')=roF=-const., 

et  la  constante  se  détermine  en  faisant  z  =  i.  M.  Mehler  trouve 

(  39)  const.  =  2=->--  n(.)n(.-.»n(.-^,) , 

En  faisant  z  =  a,  on  a  F  =  o;  par  suite, 

(i  —  rt-)R(a)F'(rt)=  const., 
d'où  enfin 

\^°)  ^~  F'{a}~  [i-a^-)F"(a]' 

14,  On  peut  arriver  au  même  résultat  en  suivant  une  marche  ana- 
logue à  celle  qui  nous  a  conduit  à  la  formule  (18).  Supposons  d'abord 
que  X  =  o.  Nous  aurons 

(40  (^  +  }fF{x)  =  d:[{x-  -  i)"{jc  -h  ly-]. 

Journ.  de  Math,  {'i'  série),  tome  VI.  —  Octobre  1880.  'l^ 
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En  faisant,  dans  (36), 

OU 

'^{x)=^  2(x  +  i)F„F;,  +  (p.  +  i)F,f, 
l'intégration  donne 

2'■(l^'i)^-AFV)[(«  +  OF"(«)  +  (f^-^-0F'(«)]  =  AF-(a)^^ 

en  tenant  compte  de  l'équation  (38)  et  des  relations  déjà  employées 

F«(rt)  =  F'(n),  2F;,(n)=F"(rt).  On  aura  donc 

(42)  /        ^'^      ^''" 


1  — fl'  F'=(aj 

On  peut  d'ailleins  s'arranger  de  manière  que  F(i)  soit  égale  à  i  ;  il 
suffit  pour  cela  d'écrire,  dans  l'équation  (4')'  i  •  2. . . /i2"F(a7)  à  la 
place  de  F(a;).  On  trouverait  une  expression  analogue  du  coefficient  A 
en  faisant  p.  =  o  au  lieu  de  ).  =  o. 

Dans  le  cas  général,  où  la  formule  (36)  renferme  les  deux  exposants 
X,  jx,  je  poserai 

ç{x)[i  -x)'(i  +  a:)"-=F„D^[(i-:r)^+'(i  +  ^)!^"'F,J 

-  FjD^.  [(  I  -  x)''^'  (  (  4-  xf^'  l\] . 
L'intégration  donne  alors 

I  (i  _  ^)>-.<(,  _i_  x)'-'(F„f;,-  FaF:)=  o, 
—1 

et  la  somme  lA.^{a)  se  réduit  aux  deux  fermes  k(p[a)-+-  Bçj(è).  Or, 
en  considérant  que  F„,  P^  el  D^[{i  —  xf'^*  {i -\- x)^'^*F']  s'annulent 
pour  X  =  rî,  on  voit  imniédialemenl  qu'on  aura 

par  conséquent, 

A(i  -  a-)¥'^{a)  -  B(i  -  b-)  F'*{h]  =  o. 
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Cette  relation  montre  qu'on  doit  poser 

const. 


(4o)  A  = 


(i  —  «^jF'V^rt  ) 


et  ii  ne  reste  qu'à  déterminer  la  constante  qui  figure  au  numérateur 
et  dont  l'expression  a  été  donnée  plus  haut. 

15.  En  faisant).  =  p.  = et.  x  =  cos$,  l'équation  (37)  devient 


F{x)  =  \/jc'^—  I  D;(x-—  ij     '=  1.3  . .  .(2/2  —  i)cos?zi 

ou  simplement 

F(a:)  =  cos«5. 

Soit  encore  rt=cos«;  on  aura  les  racines  de  l'équation  F(rt)  =  cos;2a--o 
en  prenant 

(2/-  +  l)7r       ,,  , 

x  —  - A- =  o,  i,  .  .  .  «  —  II; 

puis,  en  faisant  usage  des  notations  du  n°  6, 

AF'(a)=         Fjjc)- ^E         -^^    ,  =7rh--i-^, 

J_,  ■        sli  —  jc-'  y_i    «  — •^v'i-a;'  sla'—i 

où  il  faut  remplacer  par  son  développeiiient 

\ja' —  I 


I         II  I  .  j    I 

-H -H 7-  +  ... 

a        2  rt         2.4  a' 


On  trouve  facilement 


_    cos/?z  sin/ï  a         I  T^,  /     \ 

E  =-: —  =  -F'  a), 


d'où  enfin 

On  voit  qu'ici  les  coefficients  sont  tous  égaux,  et  que  la  formule  de 
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quadrature 


ou  bien 


n-  1 

(44)  f"cp{cos6)d5='j-yç{ 


cos 


dont  le  degré  de  précisiou  est  in  —  [  comme  celin  de  la  formule  de 
(iauss,  représente  une  simple  moyenne.  M.  Hermite  en  a  donné  une 
autre  démonstration  dans  son  Cours  cV Analyse.  On  peut  l'obtenir  plus 
simplement  comme  il  suit.  Étant  donnée  la  formule 


/    ç(cos5)r/i  =\  A'j(cos«";, 


si  l'on  considère  qnecos/^5  est  une  fonction  entière  de  cos  y,  du  degré  h, 
les  équations  de  condition  ["^bis)  peuvent  être  remplacées  par  les 
suivantes  : 


(45)  Na   — -,   \AcosAa=   /    cos/iJ(iO  =  o,    'h  =  i,  2,   .. .  m 


1  )• 


•    r    ■  .  '^  2  /  -f-  I        ,  ,  , 

On  V  satisfait  en  prenant  A  =  -  et  a  = k  =  0,1 n  —  i   , 

car  on  a 

Il  - 1 

(46)  sin  -y  y  cos  (a:  -+-  />))=  siu  -y  cosf  .r  H — j\  ■ 

0 

Pour  o  =  cosinO,  la  correction  h  serait  £;„=  n.  Pour  ç  =  cos"5,elie 
serait  — ^^• 

16.  En  nous  contentant  d'atteindre  le  degré  de  précision  2n  —  i 
avec  «  -f-  I  au  lieu  de  ?i  ordonnées,  nous  pourrons  comprendre  parmi 
les  racines  les  limites  o  et  -.  Dans  ce  cas, 

„/         ^  ~. r^„      1'        o  n"-»  1.3...2/2    I        .        ,       .  ^ 

F(x)  =  y\r-—  I  Dl  '  X-—  i)     -= sin5sin7/5, 
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OU  simplement 

F(x)  =  2  s\nO  siiin5  =  cos(«  —  i)9  -  cos(n  -t-  \)0, 
et  les  racines  s'obtiennent  en  prenant 

«=  (/>■  =  O,    I  ,  2,  .  .  .,  «). 

Ensuite 

,  TT      _  2  sin  a  sin /ia  jrcos/îs'sina 


F'(rtJ  1/^2 I  «  cos«a  sina  +  sin/za  cosa 

OU  bien 


A  =  ^  pour  Â"  =  o  et  A-  =  /^      A  =  -  pour  /t  =  i ,  2,  . . . ,  «  —  i . 
On  trouve  ainsi 

(47)  £9(cosg)^.^^;[^")+j'-'U|,(cos^)], 

avec  le  degré  de  précision  2/2  —  1.  Pour  ç  =  cos2 iiQ,  la  correction  £ 
serait  £2„=  — ti.  Cette  formule  peut  aussi  se  déduire  directement  des 
équations  (45)  et  (46).  La  comparaison  de  (47)  et  de  (44)  donne 

S-^"('^^)=S-"(v)  (*<"). 

les  sommes  étant  prises  depuis  «  =  o  jusqu'à  k  =  n  —  i . 

17.  Si,  dans  la  formule  (i),  on  écrit  079(37)  à  la  place  de  y (ic),  elle 
devient,  pour  un  nombre  impair  d'ordonnées  symétriques  («  =  ii  H-  i), 

j     (D{x)xdx  =^AArt/'p(«^)-  o[-  a^)], 

où  la  somme  s'étend  depuis  k  =  i  jusqu'à  A"  =  ?',  le  terme  qui  dépend 
de  rto  =  o  étant  nul.  En  faisant  usage  de  la  méthode  de  Gauss,  le  degré 
de  précision  sera  4'  +  '  par  rapport  k  x'ù[x)  ou  bien  l\i  par  rapport 
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à  (p{x).  C'est  comme  si  l'on  obtenait  le  degré  4'  =  2«  avec  2/=  n 
ordonnées,  en  faisant  dans  la  formule  primitive  A  =  A^rt^  et  en 
donnant  le  signe  —  au  coefficient  de  l'ordonnée  conjuguée  <p(—  ««). 

Le  même  raisonnement  peut  s'appliquer  aux  formules  du  type  (2), 
et  eu  particulier  à  la  formule  (44)?  qui  devient  alors 


/■ 


ai{cos5)cos0di  =  -/  cosa  j  ç3(cosa)  —  y  [cos(«  +  7:)] 


/i  ^j 


où  il   faut  prendre  n  —  2i-hï,  et  pour  a  les  i  premières  racines  de 

cosnO  ,         ,     ,.  lift 

=0,  c  est-a-cltre  fz=  

cosa  zn 

pour  atteindre  le  desré  4^  avec  2/ ordonnées. 

Dans  le  cas  de  7^  =  3,  on  aurait,  avec  le  degré  de  précision  4< 


, ,  .  cos  nO  ,  .     I  •  (  "2  /■  +  Il  7r      ,  .  > 

équation =0,  c  est-a-cltre  fz=  —  i  it  =  o,  i,  . . .,  ;  —  1), 


Les  deux  coefficients  ont  ici  la  même  valeur  numérique,  comme 
dans  la  formule  (44);  pour  un  nombre  plus  grand  d'ordonnées,  les 
coefficienis  conjugués  sont  encore  égaux  et  de  signes  contraires,  mais 
ils  n'ont  plus  tous  la  même  valeur, 

18.  Lorsqu'on  se  propose  de  faire  tous  les  coefticients  égaux,  il 
faut,  en  général,  renoncera  atteindre  le  degré  de  précision  2«  —  i. 
Nous  savons  déjà  (11°  2)  que,  dans  le  cas  où  l'on  se  donne  les  coeffi- 
cients de  la  formtde  (i),  ou  natleint  en  général  que  le  degré  n,  ou 
lout  au  plus  n  -f- 1  (si  n  est  pair).  S'il  s'agit  d'une  formule  du  type  (2), 
et  quey(jr)  soit  une  fonction  impaire,  |)ar  exemple  J'[x)  =  x,  on  po- 
sera 

(48)  r  ç{a:)xdx  =  .\.y  ^'s{a)- ç{-a)], 
et  les  équations  (3  bis)  se  réduiront  aux  suivantes, 

(49)  ^I«"^'  =  ^    (/.  =  o,i,...0, 
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OÙ  les  sommes  s'étendent  depuis  a,  jusqu'à  r?,,  le  nombre  des  ordon- 
nées étant  11  =  21.  Les  équations  (49)  déterminent  les  inconnues 
A,  (7,.  (72 rt,,  et  le  degré  de  précision  sera  «  +  2,  puisque  l'on  a 

encore 

A2(rt"-^-  — «"+')=:  o. 

En  prenant^ (.r)=  ;  et  posant  toujours  j:  =  cos (5,  rt  =  cosa, 

la  formule  devient 

(5o)         /    ç(cos5)  cosC  <Y5  =  a\  !  y(cosa)  —  9 [cos((Z  +  ~)]  J, 

et  le  système  (4;))  ^st  remplacé  par  le  suivant  : 

19.   Mais,   avant  de  nous  occuper  de   la   résolution  des  é(juations 
(49)  et  (5r\  considérons  la  formule  plus  générale 


/    o [cof, 0 ) coslO dO  =\  A (p{i: os u), 


dont  la  formule  ci-dessus  n'est  qu'un  cas  particulier.  En  posant 

(p[cosO  )  =  coshO, 

comme  nous  l'avons  fait  précédemment  (n°  15),  les  équations  de  con- 
dition deviennent 

\Acos/ia=  /    cosAî  cos).5  ffô  =  o     [h-^l), 
\AcosX«=-     {/i  =  X). 

Dans  le  casdeX  =  o,  la  dernière  équation  devient  2A  =  7:,  et  nous 
retrouvons  la  formule  (44)-  Je  supposerai  donc  ici  que  X  est  un  nombre 
entier,  différent  de  zéro. 
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En  prenant  tous  les  A  égaux,  mais  avec  des  signes  alternants,  nous 
aurons 

/  A  >  in  cos/a  =  -• 
On  peut  satisfaire  à  ces  conditions  en  posant  ti  =  2il,  et 

a„  +  /f7r       /A  =  0,  I, 2/.—  !" 


«  = 

\/^=  I,  2,    ...,   l 


En  effet, quand  ^  n'est  pasun'multiple  de).,  on  aura,  en  vertu  de (46), 
N      cos/j  ^^^^-^- — ~=   \    cosh 


ih  T.  V^  1     '■'■D-'      "ik    ^-   \     TZ 

-^ =o, 


quel  que  soit  ap\  par  conséquent  2î±cos/2z  =  o  pour  chacune  des  racines 
«p,  puisque  la  somme  des  termes  afiectés  du  signe  +  s'évanouit  aussi 
bien  que  celle  des  termes  affectés  du  signe  — .  Si  h  est  un  multiple  pair 
de  X,  i;±  cosh  oc  s'annule  parce  que  tous  les  termes  ont  la  même  valeur 
numérique.  Reste  le  cas  où  //  est  un   multiple  impair  de).,  /^  =  ).,  3)., 

5), Dans  ce  cas,  1±  cos/î a  devient  zXlcosUp,  2). IcosScz^ et 

l'on  a,  pour  déterminer  les  inconnues  A,  a,,  a,,  ...,  «,,  le  système 
d'équations 

(  2 cos 3  ccp  =  ^  cos 5  «p  = . . .  =  2 cos {2i-^-i]c/p  =  o, 

(53)  ^      V 

Comme  la  dernière  valeur  de  h  pour  laquelle  l±coshx  s'annule 
encore  est  /?  =  (2/ +  3)).  —  1 ,  le  degré  de  précision  de  la  formule  sera 
(2/ -h  3)).  —  i  =  «  +  3).  —  I.  La  formule  elle-uiènie  peut  s'écrire 

P  =  i  A  =  -y  —  i 

(54)  f  \{co^Û)coa0d6  =  A^    ^   (- i.^  rJco^  ^^^tAl\ . 

M.  ïchebychef  (')  est  arrivé  à  la  même  formule  par  une  autre  mé- 

('^   Journal  de  3Iat//('i>intirj lies  piiifs  et  appliquées,   i8^3. 
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thode,  sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin.  On  voit  que  les  racines 
(/.p  sont  indépendantes  de  X  et  qu'elles  ne  dépendent  que  du  nombre  ii, 
qui  est  le  nombre  des  ordonnées  dans  le  cas  le  plus  simple  (X  =  i),  où 
la  formule  coïncide  avec  (5o). 
Pour  1  =  1,  on  aura  évidemment 


o 


par  suite 


rt  =  -  \'3,     A=  ?  v3, 

2  D 

et  la  formule  (do)  deviendra 

/    y(cos5)  cos5^5  =  1^  v'3    ?  (- V3)  — 'f  (  —  -  \''3)      (degré  de  pr.,  4'- 

Pour  /  =  2  (quatre  ordonnées  ;  degré  de  précision,  6),  on  aura  les 
équations  de  condition 

cos3a,  +  cos3a2  =  cos5«,  -+-  cos5a2  =  o, 

qui  admettent  les  deux  solutions 

3:r 


a2  +  «,  =  ^, 

«3- 

«2  - 

-cf.,  —  '^-,          a. 

«'  =  1^^' 

4 

«.  =  -^71, 

Par  conséquent, 

«,  ^12°, 

«2  = 

48°, 

ou  bien 

a,  =24°, 

«2  = 

84°. 

En  même  temps, 

A   — 

fWK 

bien 

"^-8 

cosSo 

'.COSl8° 

8cos3o°.cos54° 

a,  =  -^  71. 

10 


Pour  /=  3  (six  ordonnées;  degré  de  précision,  8;,  on  aura  les  équa- 

Joiirn.  de  Matli.  ['i"  série),  loD'.e  VI    —   Octobre  iSSo.  4  ' 
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2  cos  3  a  —  2  cos  5  a  =  2  cos  7  (Z  =  o . 
qui  admettent  les  quatre  solutions 


«,       1 1  .40.  i3,3 

(z„~  26.56. 1 1,6 

7.3—  56.   3.2  2,5 

2 cos a  =  2,429218 


II . 39.31 , I 

41 .55.40,4 

85.40.29,2 

1,797581 


i9-4o.i9,9 

65.26. 17,5 

98.48.23,7 

1,204209 


22.43. 29,0 

46.49- 15,3 

142.    9.  9,3 

0,817005 


20.  Revenons  à  nos  systèmes  d'équations  du  n°  16.  Si  d'abord  on 
fait  A  =  B  =  C=.    .  dans  la  formule  (i),   l'équation  2 A— 2   donne 

A  ::^  ->  et  la  formule  devient 

n 

Les  abscisses  sont  délerminées  par  le  système  d'équations 
1  .)5        >a-r=-,      >a= — »   ■••5     ya-'=:-, {11=^-21  ou  21-T-i     ■ 


OÙ  les  sommes  s'étendent  depuis  rt,  jusqu'à  rt,  ;  dans  le  casde  ^^=2r-i-  1 , 
il  (aut  ajouter  la  racine  «o  ^=  o.  Soient  maintenant  /j,,  p^^  ...  les  coef- 
ficienls  de  l'équation 

Y\X)  —  X"—  p,  3C"-^-rpiX"~''—  .  .  .=  O. 

En  posant  2a^'"  =  i,„,  on  aura  les  relations  connues 

p,=s,,     sp^-'S-^  -'  S2,     2.3/J3  =  ,«3  —  3^,  i-j+yj:    ..., 
et  l'élimination  donnera 


(56) 


6 


]x 

72       20 


/  V1296 


+ 


vi2g6        120 
/     72'  «'  a63«-         f/ 

\3iio4      '44o      00400      r2 


42 


.•r"- 


=^  o. 
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On  trouve  ainsi,  pour  n  =  i,3,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 

X^ X  —  O. 


a-  -  3^:-+^  _o, 

1   5;  ,   7 
X^ —  7;  .X  -I —  X  ^=0, 

b     72 

.r'-- x*-i-  -=x- p  =  o, 

5     I  o5    ' 


r.' 


'   'V^  5   I    ^   »yi3  H'^ 


6     36o     6480   ~  ' 


3     45     2835     42525 


,.9   3  .   27   5   57 


5    ^  I    ^i 


OJ 


2      40      5do      22400 

Pour  rt=  2  (degré  de  précision,  3),  on  retombe  sur  la  mélhode  de 
Gauss((2=±:  v/^  j-  Pour  7?  =:  3  (degré  de  précision,  3),  nous  avons 

«„  =  o,  fl|  =  ±  \/~»  ^t  '''*  formule  devient 

y^^  op(x)^x=|[.^(o)+^(y/iJ+9(-y/^)]. 

Pour  «  =  4  6t  r/  =  5,  le  degré  de  précision  est  5,  et  les  racines  sont, 

d'une  part  ±i  /  ^  zh  |  i/^  et  de  l'autre  o  et  ^ 

Voici  les  valeurs  des  racines,  calculées  avec  six  décimales,  depuis 
7<  =  2  jusqu'à  n  =  9.  Pour  n  =  8,  elles  sont  en  partie  imaginaires.  Les 
corrections  e  ont  été  déterminées  par  la  formule 

£„^„,  =  I      x'"Y{x')dx    (7n=  2  pour  «  =  2/,    m=:i  pour  «=  2/-1- j). 
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«  =  4. 


«  =  5.. 


«  =  G. 


11  =  S. 


«  =  cj. 


0,2Il325               0,7886-5  -  ±0,577350 

0,146447  0,5  0,853553  -^  ±0,707107  et  0 

0,102673          0,897327  j  ±0,794654 

■4 

0,406204  0,593796  ±0,187393 

0,088751          0,916249  -  ±0,832498 

0,312739  0,5  0,687371  ±0,374541  et  o 

0,066877          o,933i23  i  ±0,866217 


£j  =  — r  ^  0,0667 


9^3 


-56 


10,0339 


0,288741 

0,71 1259 

±0,422519 

0,366682 

o,6333i8 

±0,266635 

0,058069 

0,941931 

1 
7 

±0,883862 

0,235172 

0,764828 

±0,529657 

o,338o44  0 

5  o,66ig56 

±0,323912  et  0 

0,049353 

0,9507^7 

1 
8 

±0,90149', 

0, 23971  ±0 

,02423V'— 1 

±o,52o57±o,o 

844v^ 

o,76o39±Q 
o,5±o,o6' 

,03433V  —  1 

523^/—! 

±o,i29o'|6^— 1 

o,o442o5 

0.955795 

1 

9 

±0,911089 

0>i99i9i 

o,8oo5o9 

±0,601019 

0,235619 

0,764381 

±0,528762 

0,416047  0 

5  0,583953 

±0.167906 

-    ,  =0,01016 

13-3 


281 


4S60O 


\ 


163 
73920 


=  o , oo36 5 


=  0,00331 


t[o  el 

)• 

I 

T8Ô~ 

:O,O0555 

I 

,48^- 

0,00208 

! 

3780 

=  0,00036 

i3 

=  0,000134 

96768 


5o4oo 


:=  0,000O3O 


2S1 

24883300 


=  0,00001 1 


56i33o 


=  0,000001  S 


i6i 
i5i388iGo 


=0,0000011 


Supposons  maintenant  que  la  dernière  racines,  soitdonnée  d'avance; 
on  aura  F(x)  =  (.r-  —  af)  F,  (x),  et  le  degré  de  précision  sera  diminué 
de  deux  unités,  car  la  dernière  équation  du  système  (55)  ne  sera  plus 
satisfaite.  Mais  les  coefficients  de  la  nouvelle  équation  r(.r)  =  o  seront 
les  mêmes  que  précédemment,  sauf  le  dernier  p,,  puisqu'ils  sont  déter- 
minés par  les  mêmes  relations  linéaires;  on  trouvera  donc  F,(,r)  en 

F  ''  X  '  ,        , 

cberchant  le  quotient  E-—-^—-;,  où  F;^j:)  se  déduit  de  (56). 

En  prenant  ^2=1,  on  trouverait  ainsi,  pour  72  =  4> 

F,  (x)  =  E'^ j       '    "  =  j:' 


3' 


la  racine  a,  serait  donc  imaginaire.   Mais,  en  prenant,  par  exemple, 
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O2  =  i>  on  trouverait 


Comme  le  fait  remarquer  M.  Tchebychef  clans  le  Mémoire  déjà  cité, 
les  formules  de  quadrature  à  coefficients  égaux  offriront  un  avantage 
marqué  dans  les  cas  où  les  ordonnées  f{n)  sont  des  données  expéri- 
mentales affectées  d'erreurs  inconnues,  car  la  somme  îles  carrés  des 
erreurs  sera  un  minimum  en  prenant  tous  les  coefficients  égaux. 

21.  Considérons  maintenant  les  formules  du  type  (2)  dans  lesquelles 

/{jc)  est  une  fonction  impaire.  Elles  exigent  la  résolution  des  systèmes 

d'équations  (49)  ou  (5i).  En  désignant  par  s,  S3,  s^,  ...  les  sommes  des 

puissances  impaires  des  racines  a,,  a^,    ..-,  «,,   ces   deux  systèmes 

peuvent  s'écrire 

(5?)  ^  =  3i'=  5*3  =  75-5=. .  .  =  [n  +  3)i'„+, 

et 


TT 


/|  8       _         _^.Ç,...[n  +  i] 


(^^)  Jl~     •^-3'^=~5'^' 3. 5... («-1- !)•'"+'■ 

Les  quantités  (7,, .  ..,(7,  seront  les  racines  d'une  équation  du  degré/, 

oc'  —  p,x'~'  +  p^x'""^  —  .  .  .  =  o, 

et  nous  allons  voir  que  les  coefficients  de  cette  équation  peuvent  être 
exprimés  en  fonction  des  sommes  s,  s^,  ^5,  . . ..  En  effet,  soit 


A,„=-(i" 


La  formule  bien  connue 


conduit  aux  relations  suivantes  : 


mi 


s=^p,, 
^^^PiP2—  Ih, 

^i  =  {p1-P2)^3+     P,Pi-Ps^ 

^T  =  {Pl   -P2^^S+{PtP3  —  Pi)^3-^     Pipi-P,, 
1^1+    ^0-'--{p1   ~  P2)'^,~^{p,Pi-  Pi)^,+  ÎPtPi—  Po)^3  +  P,P»-P^, 
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(Le  terme  —  ^à^  s'ajoule  ici  à  Ag.  parce  que  9  n'est  pas  un  nombre 

premier;  il  résulte,  en  effet,  du  théorème  de  Fermât  qu'en  posant 
a,  =  a2  =  ■ .  ■=  i,  d'où  s  =^  S3  =::...■=  i,  A^  ne  peut  être  un  nombre 
entier  que  si  m  est  premier). 

Comme  on  a  encore,  en  vertu  de  (57), 


I),     ^A,  =  s{s^~^) 


SAj  — ^(.r  — _),     5A---^(a' 


ou  voit  que  les  relations  ci-dessus  permettent  d'expruiier  les  coeffi- 
cients p^,  P3,  ...  en  fonction  de  ^.  L'élimination  donne  ensuite  une 
équation  qui  détermine  s,  et  à  chaque  valeur  de  s  correspond  un 
système  de  racines  a,,  . . . ,  a,  avec  un  coefficient  A . 
Pour  7  —  i  (n  =  2),  le  système  (57)  devient 


-  —  "ia  ^=  5  a', 


-\/| 


et 


Pour  ,'■  =  2(«  =  4),  nous  aurons  d'abord 

A3  =  sp.,     à.,  =  {s''  -p._)A„ 
d'où 

s  A-,  —  s"  A3 -h  Al  =z  o, 

on  bien,  en  tenant  compte  des  relations  3s  =  5^3  —  7J5. 


puis 


72 


JC^  —  SX  -i-'-  ~~  -z  ~  o. 

a        5 
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On  tire  de  là  ces  deux  systèmes  de  valeurs  : 


:)2' 


i-    =1,0299733 
a,  ^.-,,8490469 

«2=  0,    1809264 

A  —  o,323633o 


1,3925355 
0,8922355 
0,5002990 
0,2393715 


et  la  formule  devient 

I       >(.r)^c/j"  =  A  [^(a^ 


■a,) -h  fiai)  —  '^(-«2)]     (degr.  de  {j! 


Soit  encore  n  =  6.  Nous  aurons 
à.^sp,—  ps,      A5  —  (f- - /jo)A,,      à.—{s--~p.,)às^sp,A., 
et,  en  éliminant  p^,  Pi, 

(i"où  l'on  tire,   en  tenant  compte  des  relations  3^  =  5-s'3  =  7^5  =  ^s.. 


s^  —  gs"  4-  27^" 


I 


II 
7 


Ai 


x^  —  SX-  —  s-x  "  s^  —  {oc  ~  j)  —  4-  A,  =  o 

'  A..  ■> 


En  conservant  seulement  les  racines  réelles,  on  aura  les  deux  systèmes 


s  =  2,084445 
a,  —  0,929806 
ûo—  o,  7  Î2i55 
«3  =  o, 442984 
A  =  o, 15991 5 

Pour  n  =  8,  on  trouve 


=  S'  + 


0,71 1819 
-0,862970 

O,  7636g5 

•0,612544 
0,468284 


s  \;~    $"-&..,   -\-    ûsû. 


A3  A;— A;  s\^-  s'^^  +  \\ 

<,t  l'équation  en  s  est  du  quatorzième  degré. 
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Les  constantes  du  système  (58)  se  déterminent  de  la  même  n)anièie  , 
il  n'y  a  de  changé  que  les  coefficients  numériques  des  équations.  Pour 


d'où 


'f  4       3 


I     ■t' 


rt  =  - v3  =:  cos3o°,      A  =  7tv'3, 
comme  plus  haut  (n°  19).  Pour  ?i  =  4,  on  trouve 


.       i5   ,       45 

s' s""  +  ^  =  o, 

4  ib 


la;-  —  sx-{-^s'-  —  y=:o, 


d'où 


I    ,       i_ 
4 


^  =  i(5±v/5),     A  =  ^y/^, 


puis,  en  prenant  le  signe  supérieur, 


^  /i5  +  3v'5    ,    ,  /3-V/5  „     ^  ,Q„ 

«  =  i  / '         \/ — ô-^^  =  cosi2°  et  cos/|0°, 

et,  en  prenant  le  signe  inférieur, 


comme  au  n°  19.  Pour  ii  =  6,  on  a 

S„        45    p        5.63    ,        25.G3    „        aS.iSo 

I  x^  —  sji'-  4-  s-x  —  i''  —  (a-  —  5)  -^  +  A3  =  o, 

et  ces  équations  admettent  les  quatre  solutions  déjà  indiquées  au  n°  19. 
22.  Voici,  en  peu  de  mots,  la  méthode  par  laquelle  M.  Tchebychef 
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détermine  les  racines  a  dans  le  cas  des  coefficients  égaux.  En  faisant 
A  =  B  =  C  =    . .  =  -,  Féqualion  (6)  devient 


-M 

tl.r  2  V       I  f„ 

\- 


Multipliée  par  dz  et  intégrée,  elle  donne 

par  suite, 

F{z)  =  z"e~'^''~'^'''~"^^'-^"', 

o»  ^-  —  ~^p,  et,  puisque  Flz)  est  une  fonction  entière, 

(59)  F(z)  =  Ez"e"^-^'~»"^~  ■, 

car  les  ternies  qui  proviennent  des  corrections  c  ne  fourniraient  que  des 
puissances  négatives,  p  étant  au  moins  égal  à  «  +  i  q-iand  on  fait 
A  =  B  =  C  = L'équation  qu'on  obtient  en  développant  (Sg)  coïn- 
cide avec  notre  équation  (56). 

S'il  s'agit  d'une  formule  du  type  (2),  on  aura  d'abord 


A  =  B  =  ---  =  7,/7(^)^^, 


puis,  en  écrivant /(.r)^x  à  la  place  de  c/x  dans  l'équation  (6)  et  en 
intégrant  par  rapport  à  z, 

£/(x)!og(z-x)r/x  =  AlogF(s)-^^  J-..., 
d'où  enfin 

(60)  F(z)  =  Ee^-C'^'""'^"-'"'\ 


Jourii.  de  Math.  (3<^  série),  tome  VI.  —  Octobre  i8So.  4^ 
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En  faisnnt /(x)  =  —         »  on  Irouve 

y/  I  —  .r' 


F(r)  =  E(2  -i-yz'-  —  i  )"  =  2  cos(//  arc  cos:;), 

et  l'on  cetombe  sur  hi  formule  (/i4)- 

L'équalioii  (60)  cesse  d'être  applicable  si  j{x)  est  une  fonction 
im[)aire,  puisqu'on  trouverait  aloisA  =  o,  Nous  savons  déjà  que,  dans 
ce  cas,  on  doit  |)reinire  un  noudjre  paii'  d'ordonnées  et  donner  à  la 
moitié  des  coefficients  le  signe  négatif. 

En  posant  F,  =  (s —  «,)...  (3  —  c/,).  Iv,  ~  (z -t- n,  ) . .  .(s -4- «:?,  et 
l\z)  =  F,  Fo,  l'équation  (6)  dotuie  ici 

(61)  j^   J{x)  log(z  -  x)  dx  =  A  log  ^;  -  1  i^  _  . . . , 

où  p  ~-  Il  -f  3.  Par  buite, 


.-1-1 
(62)  J='^^ 


j         /ijjlogil  — xirfx 


<^n  laissant  de  côté  les  ternies  qui  proviennent  des  c.  La  suppression  de 
ces  lei  mes  se  justifie  en  remarquant  que  l'équation  (62)  peut  s'écrire 


C,        C, 


I  -t-  —  +  - 


■+  -  H-  . .    =  A  lo" 


';' 


z        z' 


7>i^-- 


ou 


Il  C,„  =  -  /     J{x)x'"clx,  et  qu'en  conqjarant  les  coefficients  de-^ 

:i'  ■■■'  T^i  ^  droite  et  à  gauche,  on  obtient  / -l-  i  relations  qui  déter- 
minent les  /-H  I  inconnues  A.  p ,  p^,  de  sorte  que  les  termes  qui 

suivent  — -  peuvent  être  omis. 

M.  Tchebj'chef  détermine  les  inconnues  en  développant  le  mend)re 
droit  de  l'équation  (G2)  en  fraction  continue  et  en  égalant  à  zéro  le 

coelficient  de  -  dans  le  quotient  complet  de  la  réduite  dont  les  termes 
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sont  du  degré  /,  comme  F,  et  F,.  Dans  le  cas  fUJ{x)  —  x,  on  a 


*-j,„  — 


et  il  s'agit  de  développer  en  fraction  continue  l'expression 

Pour  n  —  2,  elle  devient 

2  3  Az  —  I 

5  I      /5 

en  posant  3  A.- =  o,  d'où  A  =  -i/^; ensuite 

F,-=3Az-i,     F,--^3Az4-i. 

Pour  7/ =  4?  on  trouve  de  la  même  manière 

5832  A'  -  945 A=  -4-  35  =  o,     i35 A-2=  ±  45Az.  -  27 A=  +  5  =  o, 

et  ces  équations  donnent  pour  le  coefficient  A  et  pour  les  abscisses 
(t^,  fln  les  mêmes  nombres  que  nous  avons  trouvés  par  la  résolution  du 
système  (57). 

Dans  le  cas  de /'(a:)  =  >  on  trouverait,  pour  72=  2, 

I  2  I  -  1      —1  =  0,        ï-  I.  ±  I   =  O, 


rt,  pour  n  —  4, 


720 


A\^         ..     /A\-  ro/AzX^  A:  /A 


TT 


60     -  )     -+1=0,       48     —        —  12—   —  19,     -)    -HI=() 


et  ces  équations  donnent  les  mêmes  résultats  que  notre  système  (58). 

23.  Un  moyen  très  simple  de  diminuer  l'erreur  de  la  formule  (i) 
consiste  à  partager  l'intégrile  proposée  en  plusieurs  autres,  auxquelles 
on  l'applique  séparément.  Comme  nous  l'avons  vu,  cette  transforma- 
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lion  ne  change  pas  le  degré  de  précision  de  la  formule,  mais  la  cor- 
rection £/,  est  réduite  dans  le  rapport  de  i  à  —  si  rinicrvalle  i  —  oest 
partagé  en  p.  parties  égales.  La  formule  devient  alors 


f631 


XVw''.=;YiA.(i±^ 


La  règle  de  Simpson  se  déduit  ainsi  de  la  formule  de  Cotes  à  trois 
orilonnées,  dont  le  degré  de  précision  est  3.  On  a  ici 

a  :^  o,     h  =^ -■,     t=r,     A=C:=7.5     R=i;; 

2  DO 

par  suite,   au  moyen  de2a-f-i  ordonnées  éqiiidistantes,  en    faisant 


64; 


l  +4(r.-t-r3  + ••  +  j2,;.-.)]' 


et  la  correction  e^  de  la  formule  de  Cotes  (  s^  = )  se  trouve  ains 


I 


réduite  à  - 

I  20  u." 


M.  Y.  Villarceau  a  pro|30sé  d'utiliser  de  la  même  manière  la  formule 
do  Cotes  à  cinq  ordonnées,  dont  le  degré  de  précision  est  5.  On  a  ici 

1      .  I     I    3  ^1  ^^   .      ^      7    3?.    I?. 

es  abscisses  o,  v5 ->  75  i    et    les  coetlicients  — ,  — , — ;  par  suite,  au 
'434  90    9°   90 

moyen  de  4,'^-"+"'  ordonnées  équidistaules  , 


f65^ 


,/■ 


il 


-H32(/,  +73+.      •+J.|x_,)j 


et  la  correction  a,-,  = ^^50  est  rcduue  a 


688  2688  7.« 
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Il  serait  facile  <le  multiplier  le  nombre  de  ces  formules  mixtes,  en  re- 
nonçait aux  ordonnées  équidistatilos.  Remarquons,  par  exemple,  au'en 
prenant  tous  les  coeCficients  égaux  on  ohlieni  le  degré  de  précision  f) 
avec  quatre  ordonnées  dont  les  al)scisses  dilïèrcnt  très  peu  de  0,1,0,4, 

0,6,   0,9.  Si  l'on  fait  rigoureusement  x  =  —,—,— ,  ^^  ,  on  n'atteint 

10    10    10    10 

que  le  degré  de  précision  3  (avec  A  =  — ,  B  =  —  );  cependant  la  for- 

mule  est  encore /;/(?j-(y«e  exacte  pour  f{.x)~.v\  On  a,  en  effet,  en  po- 

santy(;^W;v,, 


^  _  _  />_  _ 

iSooo        6000 

Si  maintenant  ou  partage  l'intervalle  i  — o  en  deux  parties  égales, 
ou  trouve,  en  posant 

'^  iL  )=r/,^    M,  =  ^  (_r,  4- 7-0  +  j, ,  +  j, 0  ) , 


/    .,1 


[661 


J^  o{x)dx  =  1  ^M,  +  M,)  +  ^  (M,  -  M, 


^, 


240000      96000 
En  parlant  de  la  formule  de  Gauss  pour  «  =  2,  on  aurait 


(67) 


\Ù^^)''^-i^%i:'~^) 


05  ■  ■'  ^ 


lu 

1  00  7.' 


2f^ 

Celte  foruiule  douiio  la  valeur  approchée  de   Tinlégrale   par  une 
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simple  moyenne;  on  peut  l'écrire 


•J  0  r 


Voici  les  valeurs  des  abscisses  pour  ^a  =  2  el  tv.  ^  5  : 


0,0422650  0,15^7350 

/  rrr  o     /OTO  \    0,7422650  O.SSttSSo 

,   o,io5bb2   o,3q4338  ^        ,,     ^  '      Ji 

^."  =  4  )   c    rrr  u'  /9-30     2fi-  10  •  0,4422650  o,55';735o 

^  (  o,6o5662   0,894338     '^     ,  y  '' 

j   0,0422630  0,7077350 

\   0,8422650  o, 9577350 

I  I 

2000  I 12000 

24.  Pour  montrer  par  un  exemple  le  degré  (l'approxinialion  qu'on  peut 
atteindre  avec  ces  formules,  appliquons-les  à  l'intégrale 


1002  =  0,69314718006. 


I  4-.r 


Voici  les  valeurs  approchées  de  cette  intégrale,  calculées  par  les  for- 
mules suivantes  : 

Erreur  De[jré 

Ordonnées.  de  la  8' déc.  de  précision. 

Cotes 8          0,69314773.3  -i-      55.3  7 

"   .    9    0,69314721.5  ■+-        3.4  9 

»   10    0,69314720.  ?8  -t-   2  22  g 

»   II    0,69314718.20  --   o.i4  II 

Simpson 9         0,693 15453  -f    735  3  avec  4  divis. 

Villarceau .  .  .  .        9          0,69314790  H-      72  5  avfc  2  divis. 

»        ....      i3          0,69314725.3  --        7.2  5  avec  3  divi-j. 

Fonii.  (66) .  .  .         8          o,6q3i  4755.1  ^-      37.0  3  av<;c  2  divis. 

Gauss 3         0,69312169.3  — 2548.7  5 

»      5          0,69314715.78  —        2.27  g 

Fonii.(24*")..        4          0,69318181.8  -t-3463.8  5 

'.           ..5        0,69314814-8  +     96  8  7 
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bis] 


Forni .  (24'"' 


Tc-hebvchef. 


Ordonnées. 

6  o,6g3i472<i.8i 

7  0,69314718.14 

7  0,69314809.9 

10  0,69314727.4 

4  0,69312796.3 

8  o , 698 I 4667 . o 


Erreur 
de  la  8»  déc. 

de 

Degré 

précision. 

+         2.75 
-f-         0.08 

9 
1 1 

+       91.8 

5  .Tvec 

a  (livis. 

+         9.3 
-.921.8 

-     5i.o 

5  avec 

5 

5  avec 

3  (iivis. 
2  divis. 

Nous  avons  déjà  vu  (11°  10)  que  l'erreur  de  la  formule  de  Gauss  et 
celle  de  la  formule  (24  bis)  étaient  à  peu  près  du  même  oriire,  mais  de 

,                         (  n  +  I  )  G  -4-  «  F 
Signes  contraires,  et  iiue  la  moyenne 


fournissait  un  ré- 


sultat beaucoup  plus  approché.  En  effei,  nous  avons  ici 


G.,     3  ordonnées 0,69312169.3 

G.,      4  ..  0,69318181.8 

4G  +  3F  ,.\    ,    ,,. 
o  ,()93 1 474t>  •  ' 

7 

G.,     5  ordonnées 0,69314715.780 

r.,     6  »  0,69314720.812 

6G-i-5F  r   -.    '     Q 
.    o  ,(jgji47io.  070 


Erreur. 
-2548.7 

+3463.8 


28. 


I 


—       2.271 

-h       2.756 

4-         0.014 


La  formule  de  M.  Tchebychef  (à  coefficients  égaux),  qui  coïncide 
avec  celle  de  Gauss  pour  «  =  1  et  /^  =  2,  et  la  formule  de  Cotes  (à  or- 
doiHiées  é(piidislantes),  qui  coïncide  avec  (a4  l^is)  pour  «  =  2  et  ;i  =  3, 
sont  dans  un  rapport  analogue,  mais  moius  bien  caractérisé.    Leurs 


corrections  ï  ont  des  signes  contraires 


«  =  4.-. 


Tchebychef. 


ibo 


Cotes. 


480 

I 
3780 

i3 

^6^ 


/^  =  3 


«  =  5. 


//  =  (3 .  .  . 


£,     =  —  • 


(-)  =  - 


£g    =  — 


120 

I 
270 

1 
2688 

?  ! 
52600 


_3 
'  ~  2  '' 

.6 

-  '1 

9 

-',4-e. 

—    I  ,5()£, 


336        II.     BADAl  .    —    VALEDR    NLMÉRIQUE    d'uNE    INTÉGRALP:    DÉFINIE 

On  trouve  ainsi  : 

Erreur. 

Tcliél).,     .f   ordonnées 0,69312796.2  —    1921  .8 

Cotes,       5         "         ....     o,6g3i746o.3  -:-  ^•j^'i.S 

■ 0,69314739.6      -i-   21.6 
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Sur  une  grande  inégalité  du  moyen  mouvement  de  la  planète 

Concordia; 

Par  m.   Abel  SOUCHON, 

Membre    adjoint   ihi   Bureau    des    Longitudes. 


Il  existe  clans  la  théorie  de  la  planète  Concordia  (S)  Iroublée  par 
Jupiter  une  inégalité  fort  remarquable,  du  cinquième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  à  laquelle  la  conimensu- 
rabililé  approchée  des  moyens  mouvements  n  el  u'  de  ces  deux  corps 
assigne  une  valeur  sensible.  On  reconnaît,  en  effet,  que  l'excès  de  hui! 
fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter,  moins  trois  fois  celui  de  Con- 
cordia, est  à  fort  peu  près  le  ^  de  «',  circonstance  qui  rend  très  petite 
la  quantité  8n'— 3/z  (2110"  environ)  et  qui  peut,  par  suite,  rendre 
considérable  l'inégalité  du  moyen  mouvement  dépendante  de  cet  angle, 

à  cause  de  la  grandeur  du  coefficient  — t-t — =— :;  qui  affecte  son  expres- 

°  [on' —  in I'  ^  ' 

sion. 

Pour  en  déterminer  les  termes  principaux,  siipjiosons  que  m  se  rap- 
jjorte  à  Concordia,  ni  à  Jupiter,  et  soient  a,  e,  ùj,  s,  6,  z,  a,  e',  w',  f', 
5',  £'  les  autres  éléments  de  leurs  orbites  elliptiques,  ces  quantités 
ayant  une  signification  bien  connue.  Appelons  y  l'inclinaison  mutuelle 
des  orbites,  laquelle,  à  l'époque  que  nous  adoptons,  a  poin-  valeur 
4°34'ii",  et  soit  T  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  vi  rapportée 
au  plan  de  l'orbite  de  ni .  Posons  en  outre 

l  —  nt-hz,     l'=n't.  +  z'. 

Journ,  de  Math.  (3"^  séiie \  tome  VI.  —  Novembre  i8So.  l\i 
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D'nprè*  la  théorie  des  perturbations  planétaires,  on  sait  que  les  iné- 
galités de  l'espèce  de  celle  que  nous  considérons  sont  au  moins  du 
cinquième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 
Nous  aurons  donc  tout  d'abord  à  développer  jusqu'aux  termes  de  cei 
ordre  la  fonction  R  qui  exprime  l'action  réciproque  des  deux  planètes. 
Or,  en  s'aidant  pour  cela  des  formules  générales  que  l'on  trouve  an 
Livre  YI  de  la  Théorie  analjtique  du  système  du  monde,  il  n'est  pas 
difficile  de  voir  qu'on  aura,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

R=      ai^Je^      cos(8/'- ;i/- 5fio) 

-f-M"'e'e'  cos(8/'-3/-4o)  -  u') 
-=-M(=)e'e'^cos(8/'-3/-  3w  -  sw'j 
-^M<"e^e"cos(8/'-3/-  2«  -  3a)') 
-hW^ee"  cos(8/'- 3Z-co-4co') 
--W^e"     cos(8/'-3/-5t,/) 

-)-  Nî")e^  sin'     ^  cos(8/'-  3/  -  3co  -  2t) 
+  N")eV=sin=^  cos(8/'-  3/-  2«-«'_  2-) 
+  N'=>e'=sin=  ^  cos(8/'- 3/ —  cj  -  ao/-  2:) 
+  Nf'-'e"  sin=     ^  cos(8/'  -  3/-  3 w'-  2t) 
-f-N'*)esin*        Zcos(8/'- 3/- W-4-) 
4- «'■■*) e'sin*      ^  cos(8/'-3/- o)'-4t). 

M'»',  M"s  ...  et  N»  ,  W\  .  .  .  sont  des  coefficients  fonctions  des  élé- 
ments des  orbites;  et,  si  après  avoir  posé 

R  =  Rsin(8/'-  3/)  +  R'cos(8/'-3/; 

on  compare  cette  seconde  forme  deRavec  la  première,  on  en  conclura, 
pour  la  variation  âp  du  moyen  mouvemetit  de  Concordia  ou  pour  la 
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Z""ltt  y  [ K-'  S' "  ( 8 /'  -  3  /)  -  K  cos ( 8  /'  -  3  /)] , 


expression  d;ins  laquelle  on  a 


a'm'K' 


384o  l 


clIA" 


d'b." 


laniGS/Vf  -+-  7oo65a— ^4-  i422oa^ — '- 

2  ax  da? 


,iH\ 


i35oa' 


&oy. 


db\ 


d>b[" 

i    2_ 


(Pbl  1 

V? — 

d'j?    J 


d'UP 


e'  cos  5  w 


i^[,45.i5Z.:^'-H78993«-^+,5858a=-^ 

cPV'^  d*b'l^  d'b'l'i 


m' 

384 


+  Il 


db,"  d'b\'^ 

162408^,'" +  888/18  a --'-+17754  «=—4- 


oj  +  a'\ 


d'b'l 


d^b'l 

T 

da? 


d'b'/' 

.5  2 

■     dx' 


e'c'-  cos(3oj  +  2«') 


III 

384 


,  r  dù'i'  d'b2> 

L,|^i8oi5o/^|'  +  99594«<-^  +  i9r)07a=-^ 


d'b','' 
-'  "^  — ''-  -^  6ç)(y. 


I  701  a 


da' 


d'b\" 

4 i_ 

d-j} 


e'^  cos(w  +  4w') 


r. 


f/*'," 


(/'i, 


H-  ^    107184  W  +  1 1 1  120 a— 7^  +  21720a-     ,  , 
708  L  T  ^'^-  "" 


;28a-  ■ 


I  S^aa 


rf'i'/' 


f/'i',"  ./^Z-','  ' 


384o 


'^'^     dx^ 

2ioqG8Z'x  +  123240 

2 


<-/«' 


,5  2_ 

dot." 


ec"  cos(o)  +  j  w') 


a—; h  2Z[020«-— -4- 

d-A  dj? 


2020a'  —r\-  +  75a*  -7-^ 


-  — r-    I  loo/j's  +  oSqa— -^  +  3:ia---yv-  + 
9b  I  2  ''«  "" 


^^J.'cosS.' 
a'--^^-j      c''siu'{7co^(3w 


2r) 
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'j)  +  -2't)  +2  T) 


'■^    1  ^88bT  -f-  /|33a  —^  +  38a=  --^  -+-  a'  —f-    c-e'siiiHvcosf 
^    2088^3'+  552«— --^-  H-  /|3a-— TV-  ^-  ^^  — r^      ee'siii^^YCOb 

32    I  -ô  dy.  d'j?  du?    J  -^  ' 

'-^     [obl'  -+-  01.——    esiu''|^YCos(w  +  [\t) 

lm  ».    I  ,, -,  V     I     /    •     1  I 

— -T-    1 7 O5  -+-  «  -^^    e  sin  ' i 
ib     L   ^    2  ^x  J 


Hi 


'6  m 


l'i7COs(rx)'+  4l; 


On  aurait  une  expression  semblable  pour  a'in'K,  mais  dans  laquelle 
les  cosinus  seraient  remplacés  par  des  sinus. 

Voici  maintenant  le  Tableau  des  valeurs  nnniéri(|ues  des  quantités 

iV',  ba,  b'êl  et  de  leurs  dérivées,  valeurs  qui  ont  clé  obtenues  en  pre- 

222 

nant  a  =  o,  5190232,  ce  qui  suppose  rt  =  2,  700374^  ^'  =  5,202798  : 


rf*!'i       (/•■/>['<                 iPl'\'>  il'6\'>                 rf>A|'i 

T          ax                      du.'                      av.'  uoc                     av.' 

0 2,1^5248  0,382592  0,695927   1,418373  4)^^6528  2I,3o52.J 

1 0,582491  0,737137  0,603703  1,544781  4j838756  21,69372 

2 0,229762  0,527720  0,865194  i,5o8i3j  5,072619  21,85271 

3... o,iooo52  0,331498  o,85o3i4  1,864913  5, 215977  22,75349 

4 0,045626  0,197266  o,6g5o52  2,048834  5,988863  23,56074 

5 0,021373  0,113928  0,512448  1,952738  6,759491  26,02948 

6 0,010189  0,064555  o,3535g6  1,671312  7,059161  28,59313 

7 0,004918  o, 036097  0,233326  1,322485  6,645832  31,76985 

8 ..  0,002396  o, 022238  0,148977  0,987079  5,83471'  31,18750 

dbr  d'bf  d'b';'  di'i 

'  '                          1            dv.                        dv.                         dv.  ^          aa 

i  3 

O....  4»oo3632   6,428376   21,07848   87,87080  i>        • 

I....  2,81 5ii5   6,755295   20,36714   87,81594  »        » 

2....   1,759069   5,832454   19,94401   85,41839  >■        • 

3 1,044387   4,459008   18,29182   82,34706 
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4-.-.  0,602454  3,156870  I 5,46554  77,36o35              u                » 

5 G, 341120  2,121746  12,25274  68,71771  2,402061  17,87391 

6....  0,190661  1,373584  9,16269  53,74700  I, 513699  '2,-4584 

7....  0,105545  0,864820  6,58974  46182979              »                » 

En  adoptant,  pour  les  éléments  elliptiques  des  deux  planètes  à  l'é- 
])oque  7.0  janvier  i8fi5,  les  valeurs  suivantes  : 

ConcorJia.     //;=  292052", 5g     w  =  i89"io'    5"  e=:o,o425625     0  =;i6i''i9'5o"     »  r=:5"    i'5i' 
Jupiter...     //=  109256", 00    oj'=:    12°  9'28"  e'=:o,o482627     0'=::  99"  5'23"    ?'— i''i8'3'' 

on  en  détluit 

7=176°  2' 37",     7  =  4°  .34' 11". 

Par  suite,  on  a,  en  prenante' —  — ^-  et  effectuant   la  réduction  en 

secondes, 

ci'm'K.'  =:  -+-  5,6099052  cos(5wy 

—  5,9042964  cos(4w  H~  w'  ) 

+  7,1  89566  1  ces  (  3  U  +  26)') 

—  7  ,4819416  cos(2w  -1-  3w'  ) 
-f- 7, 4729955  cos(« +4w') 

—  7  ,0643160  cos(5(.)') 

—  6,2278212  cos(3w  -\-  2t) 

-T-  7  ,©399799  COS(2w  -t-  m'  +  2t) 

—  7  ,37g83o5  cos(m  +  2u'  -h  2t  i 

-r-  7  ,2468543  C0s(3w'  +  2T  , 

—  5,5658626  cos(«  4- 4t) 
4-  5,9438143  COs(w'  +  4t). 

On  a  d'ailleurs 

log«  =  5,465461 7,   log«- = 10,9309234, 
log(8«'-3??j  =3,3242825,  log(8«'-3«)-  =  6,648565o, 
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en  sorlo  que 

et,  si  à  ces  nombres  on  associe  ceux  de  logcosSoj,  !ogcos(4  &j  H-  w'),  . . . , 
log  cosfo/  +  4t),  log  sinSw,  log  siii  (4  w  H-  c^') . . .  log  sin(o/+  (\x),  on 
obtient  enfin  pour  la  vjileur  ntnnérique  de  l'inégalité  o/j  de  Concordia, 
mise  sous  la  forme  d'un  seul  terme, 

èo  =  444",4  sin(8/'  -3/4-  89"8'3i"l. 

J.o  rapport  -— - — - — -  assigne  à  cette  inégalité  une  période  dont  la 
diuee  est  île  22  j  970  jours  mf)yens  ou  Gi5,ç)C)  années  julienni's. 


THÉORIE    GÉNÉRALE    DES    POLYGONES    ÉTOILES.  3.j'3 


Théorie  générale  des  polygones  étoiles; 
Pau  m.   Georges  DOSTOR. 


INTRODUCTION. 


Les  polygones  réguliers  étoiles  trouvent  leur  emploi  dans  les  arl.s 
lirofessionnels,  dans  les  arts  décoratifs  et  quelquefois  en  Architecture. 

L'existence  de  ces  figures  constellées  n'était  pas  ignorée  des  anciens. 
Pylhagore  avait  connaissance  du  pentagone  étoile,  qui,  sous  le  nom 
d'ûy'.Oâ,  était  regardé  par  ses  disciples  comme  l'emblème  du  saint  et  de 
la  santé  [saidtatem  Pythagorœ)  ('). 

L'étoile  pentagonale  des  Grecs  reparait  dans  la  Géométrie  de  Boéce, 
est  citée  dans  les  Commentaires  de  Campanus  sur  Euclide,  et  se 
trouve  étudiée  dans  les  écrits  de  Lucas  di  Borgo  (-),  Pelefier  du 
Mans  ('),  Clavius  (*)  et  Ramus.  Tous  ces  auteurs  reconnaissent,  avec 
Campanus,  que,  dans  le  pentagone  étoile,  la  somme  des  cinq  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits,  comme  cela  se  présente  pour  le  triangle. 

Bradwardin  (^)  fut  le  premier  qui  eût  étendu  la  théorie  du  pentalpha 


(')  Encyclopcdia  iiniversa   Ahtcdii,  Herbonae,  liber  XV,  1620;  in-4''. 
(')  Eiictidis  npera  a  Campano  interprète  fidissimo  translata,  Lucas  Paciolus  emen- 
davit.  Venetiis,  i5og;  in-foi. 

(')  Demonslratio  in  Eticlidis  elementa  Gcnmetriœ,  libri  sex.  Lyon,   KOT  ;  in-S". 

(')  Euciidis  elementorum  libri  XFI.  RoiJia>,  l5'4>  in-8°. 

(M  Geometria  spcculatifa  Thomc  Brad^vardini,  etc.  Parisiis,  l^gô;   in-fol. 
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aux  polygones  rayonnes  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés,  qu'il 
appelle  polygones  égrddients  [egredi,  se  porter  en  dehors). 

Cette  théorie  n'a  été  réellement  constituée  qu'entre  les  mains  do 
Répler  ('),  qui  vint  y  ajouter  la  célébrité  de  son  nom,  en  l'asseyant 
sur  des  considérations  analytiques.  Dans  l'inscription  des  ])olygone.s 
réguliers,  convexes  et  étoiles,  le  grand  astronome  détermine  par  l'ana- 
lyse le  rapport  des  côtés  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  et  en 
déduit  une  construction  géométrique  pour  chacun  d'eux;  il  calcule 
en  même  temps  la  valeur  des  angles  des  divers  polygones  léguliers 
étoiles  qu'il  considère. 

Après  Kepler,  la  science  des  polygones  étoiles  retombe  dans  l'oubli. 
Ce  n'est  qu'en  1809  que  l'illustre  Poinsot  (-)  la  ressuscite,  lui  donne 
un  corps  complet  et  l'érigé  en  doctrine  définitive. 

Dans  son  remarquable  Mémoire,  le  savant  académicien  considère 
les  polygones  sous  le  rapport  de  la  situation  relative  de  leurs  sommets 
et  détermine,  d'une  manière  générale,  la  somme  de  leurs  angles.  Il 
démontre  qu'il  existe  autant  de  polygones  de  n  côtés  et  à  périmètre 
continu   qu'il   y   a    de   nombres  premiers   avec   «  depuis    i   jusqu'à 

'■ ('),  et  il  essaye  de  prouver  en  même  temps  que,  dans  les  poly- 
gones de  71  côtés  et  de  l'espèce  /;,  la  somme  des  angles  est  égale  à 
•2[n  —  2p)  angles  droits  (*).  Ce  n'est  que  ])ar  un  raisonnement  intuitii 
et  pour  ainsi  dire  expérimental  que  Poinsot  établit  ce  théorème  et 
le  généralise  en  l'étenlant  aux  polygones  irréguliers. 

Nous  nous  proposons,  dans  celte  rédaction  :  1°  de  chercher  le 
nombre  des  polygones  étoiles  à  périmètre  continu  de  n  côtés  et  d'en 
déduire  le  nombre  des  polygones  étoiles  de  a/i  côtés;  2°  de  déterminer 
d'une  manière  générale,  facile  mais  rigoureuse,  la  somme  des  angle 
d'un  polygone  étoile  quelconque;  3"  d'établir  quelques  théorème 
utiles  sur  les  polygones  étoiles  qui  sont  réguliers;  4°  de  calculer  le. 
côtés  des  principaux  de  ces  polygones;  enfin,  5°  de  donner  la  formule 


(')  Hnrnionices  mundi  lihri  T' .  Lincii  Aiislriae,  l6ig;  in-fol. 

(')  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  1810,  t.  V,  caliier  X,  p.  16  à  48. 

(')  ÏMC.  cit.,  |).  Il . 

(')  Lac.  cit.,  p.  22. 
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qui  fournit  la  surface  d'un  polygone  régulier  étoile  à  périmètre  continu 
ou  à  périmètre  composé,  de  tirer  de  cède  formule  les  conséquences 
les  plus  importantes  et  d'en  présenter  des  applications. 

Nous  avons  lieu  de  penser  que  cette  exposition  résume  la  théorie 
complète  des  polygones  étoiles,  dont  on  ne  s'est  guère  occupé  depuis 
les  travaux  de  Poinsot.  Le  professeur  A.  Amiot  (')  et  MM.  Rouché  et 
de  Comberousse  (*)  sont  les  seuls  auteurs  français  qui  aient  exposé 
les  idées  de  Poinsot,  sans  toutefois  les  développer.  Celles-ci  n'ont  pas 
eu  plus  d'écho  à  l'étranger. 


§  I.    —   Nombre  des  polygones  étoiles  de  n  cotés 

ET    DE    1  n    côtés. 

1.  Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  courbe  convexe  et  fermée, 
divisée  en  n  parties  consécutives,  lors<]u'on  joint  les  points  de  division, 
à  partir  de  Vun  d'eux,  dans  le  même  sens  de  p  en  p  par  des  di  oites,  on 

forme  ini  polj^one  à  périmètre  continu  de  n  côtés,  si  les  nombres  n 
et  p  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  n'en  forme  qu'un. 

Ce  principe  élémentaire  est  d'une  démonstration  facile. 

2.  Définition  I.  —  Le  polygone  obtenu  est  dit  étoile  et  de  l'espèce  p. 
Les  polygones  convexes  sont  de  la  première  espèce. 

3.  Remarque  I.  —  Il  est  évident  que  le  périmètre  de  notre  polygone 
étoile  sous-tend  np  divisions  consécutives  de  la  courbe  ou  p  fois  la 
courbe  elle-même. 

4.  Remarque  II.  —  Si  l'on  parcourt,  dans  le  même  sens,  la  suite 
des  côtés  d'un  polygone  étoile,  on  trouvera  un  même  nombre  a  de 
sommets  à  droite  de  chaque  côté  du  polygone  et  aussi  un  même 
nombre  b  de  sommets  à  gauche  de  chaque  côté,  et,   si   n  désigne  le 


Leçons  nniwclles  de  Géométrie,  ■}."  édition,  i865;  T"  Partie,  p.  267  et  siiiv. 
Traité  de  Géométrie,  ^'  édition,   187g;  I'^'^  Partie,  p.  168  et  siiiv. 

Journ.  de  Math.  (3^  série),  tome  VI.  —  Kovcmbre  1880.  44 
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nombre  des  côtés  du  polygone  et  p  son  espèce,  on  aura 

u  =  2  -\-  n  -i-  b; 
p  =^  a  +  \  nn  [}  =  l>  -h  \ . 

Nous  prendrons  toujours,  pour  désigner  l'espèce  de  notre  poly- 
gone, le  plus  petit  des  nombres  a  +  i ,  /?  -h  i. 

Ainsi  le  polygone  étoile  de  n  côtés  el  de  l'espèce  p  n  p  —  i  sommets 
d'une  part  de  chacun  de  ses  côtés  et  /i  —  p  —  i  de  l'autie  part. 

On  en  conclut  que  : 

Si,  dans  notre  courbe,  nous  joignons  les  points  de  division  d'abord 
de  p  en  p,  puis  de  n  —  p  en  n  —  p,  nous  obtiendrons  deux  poljgones 
étoiles  de  même  espèce. 

5.  Remarque  III.  —  Si  les  nombres  n  etp,  au  lieu  d'être  premiers 
entre  eux,  avaient  un  facteur  commun  rf('  ),  le  polygone  formé  par  la 

jonction  des  points  de  division  de  /;  en  p  n'aurait  que- côtés  et  son 
périmètre  sous-tendrail  -,  fois  la  courbe. 

'  a 

G,   Définition  II.  —  Dans  ce  cas,  si  l'on  joint  les  points  de  division  • 
de  p  eu  p,  successivement  à  partir  des  points  i,  2,  3,   ..,  f/,  on  formera 

d  polygones  étoiles  de  -  côtés  et  de  l'espèce  y 

On  peut  encore  admettre  que  l'ensemble  de  ces  d  polygones  con- 
stitue un  polygone  de  n  côtés  et  de  l'espèce /j;  mais  alors  les  côtés  ne 
forment  plus  une  ligne  brisée  continue.  Nous  dirons  donc  que  le  po- 
lygone résultant  est  à  périmètre  composé,  mais  non  étodé  proprement 
(lit. 

Ainsi  riiexagone  de  deuxième  espèce  se  compose  de  deux  triangles, 
superposés  sans  coïncider,  et  placés  en  sens  inverses. 

7.  Théorème  II.  —  //  existe  autant  d'espèces  de  polygones  de  n  côtés 
quilj  a  d'unités  dans  la  moitié  du  nombre  qui  exprime  combiefi  il  j 
a  de  nombres  entiers  injérieurs  an  et  premiers  avec  n. 

(')  Le  nombre  d  est  su|)posé  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  n  et  p. 
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En  effet,  si  p  est  premier  avec  /«,  «  —  /j  le  sera  aussi,  et,  comme  les 
deux  polygones  étoiles  de  /i  côtés  qui  correspondent  aux  nombres  p 
et  n  —  p  sont  de  même  espèce  (n°4),  le  principe  se  trouve  dé- 
montré ('). 

L'un  de  ces  polygones  est  toujours  convexe  ;  les  autres  sont  étoiles. 

Ainsi  il  y  a  deux  espèces  de  pentagones,  trois  heptagones,  deux  oc- 
togones, deux  ennéngones,  cinq  endécagones,  deux  dodécagones, 
quatre  pentédécagones,  etc. 

Si  n  est  un  nombre  premier  absolu,  il  existera  —^ —  espèces  de  poly- 
gones de  II  côtés  à  périmètre  continu,  car  tous  les  nombres  entiers, 
inférieurs  à  n,  seront  premiers  avec  n. 

L'espèce  la  plus  élevée  des  polygones  de  n  côtés  est.  ou 

suivant  que  n  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 


n  —  I  n  —  ?. 


2  2 


8.  Théorème  III.  —  Lorsque  n  est  un  jwinbre  impair^  il  existe  au- 
tant d'espèces  de  polygones  de  211  côtés  à  péiimètre  continu,  qu'il  y  a 
d'espèces  de  polygones  de  11  côtés  à  périmètre  continu. 

Soit  p  un  noml)re  entier  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  premier  avec 
n.  Il  existera  un  polygone  à  périmètre  continu  de  n  côtés  et  de  l'es- 
pèce p. 

Puisque  p  est  inférieur  à  la  moitié  de  «,  2/j  sera  moindre  que  «;  p;ir 
suite,  n  —  ip  sera  un  nombre  entier  positif  et  plus  petit  que  n  ou  que 
la  moitié  de  in. 

Or  je  dis  que  n  —  ip  est  premier  avec  in. 

En  effet,  n  étant  impair,  n  —  zp  sera  aussi  impair.  Il  s'ensuit  que 
tout  facteur  entier  commun  k  7i  —  2p  et  2n  ne  saurait  être  qu'un 
nombre  impair,  qui,  par  suite,  diviserait  n.Ce  facteur,  divisant  n  —  2p 
et  n,  diviserait  leur  différence  ap  et  par  conséquent/?.  Donc  p  et  n  ne 
seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi,  à  chaque  nombre  entier  p  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  pre- 
mier avec  n  correspond  un  nombre  entier  n  —  2/7  inférieur  à  la  moitié 
de  271  et  premier  avec  m. 

Réciproquement,  à  chaque  nombre  entier  q  inférieur  à  la  moitié  n 

(')  PoiNSOT,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  1810,  t.  V,  cahier  X,  p.  21. 
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de  in  et  premier  avec  in  com^spond  un  nombre  entier   '- infé- 
rieur à  la  moitié  de  n  et  premier  avec  n. 

Car  ç,  étant  premier  avec  2/?,  est  un  nombre  impair;  comme  n  est 

supposé  impair, est  un  nombre  entier  évidemment  moindre  que 

la  moitié  de  ti. 

D'ailleurs  7,  étant  premier  avec  2«,   l'est  avec  n;   donc est 

2 

anssi  premier  avec  n. 

11  s'ensuit  que,  si  n  est  un  nombre  impair,  à  toute  espèce  de  poly- 
gone de  Ti  côtés  correspond  une  espèce  de  polygone  de  211  côtés,  et 
réciproquement. 

9.  Définition  III.  —  Nous  appellerons  polygones  correspondants 
deux  polygones  à  périmètre  continu,  l'un  d'un  nombre  impair  n  de 
côtés  et  l'autre  d'un  nombre  double  2h  de  côtés,  dont  les  espèces  sont 
respectivement  p  et  n  —  2p. 

Il  s'ensuit  que  : 

Lorsque  n  esL  un  nombre  impair,  deux  poljgojies  à  périmètre  con- 
tinu, l'un  de  n  et  Vautre  de  zn  côtés,  sont  coriespondanis,  si  la  double 
espèce  du  premier,  augmentée  de  l'espèce  du  seco?id,  donne  une  somme  ■ 
égale  à  n. 

10.  Théorème  IV.  —  Lorsque  n  est  un  nombre  pair,  il  existe  deux 
fois  autant  de  polygones  à  périmètre  continu  de  2«  côtés ,  qu'il  j-  a  de 
polygones  à  périmètre  continu  de  n  côtés. 

Soit,  en  effet,/?  un  nombre  entier  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  premier 
avec  n.  11  existera  un  polygone  à  périmètre  continu  de  n  côtés  et  de 
l'espèce  p. 

Or  le  nombre  p,  étant  premier  avec  le  nombre  pair  «,  est  nécessai- 
rement impair;  par  suite,  il  est  aussi  premier  avec  in. 

Mais,  p  étant  premier  avec  n,  n  —  p  l'est  aussi,  non  seulement  avec//, 
mais  encore  avec  m;  de  plus,  n  —  p  est  évidemment  moindre  que  n 
ou  que  la  moitié  de  2«. 

Donc,  si  n  est  pair,  à  chaque  polygone  à  périmètre  continu  de 
2«  côtés  et  de  l'espèce  p  correspondent  deux  polygones  à  périmètre 
continu  de  2«  côtés  et  des  esi;èces  respectives  p  et  n  —  p. 
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La  réciproque  est  évidente. 

I!  s'ensuit  que  le  nombre  des  polygones  à  périmètre  continu  de 
211  côtés  est  double  du  nombre  des  polygones  à  périmètre  coniitui  de 
//  côtés. 

11.  Définition  IV.  —  Nous  appellerons  po/>go/îCJ  conjugués  deux 
polygones  à  périmètre  continu,  d'un  nombre  doublement  pair  211  da 
côtés,  dont  la  somme  des  espèces  est  égale  à  n. 


§  II.  —  Évaluation  de  l.v  somme  des  angles  dans  les  polygones 

QUELCONQUES,     A    PÉRIMÈTRE    CONTINU    OU    A    PÉRIMÈTRE    COMPOSÉ. 

12.  Définition  I.  —  Considérons  le  polygone  étoile ABCDErG(7îg'.  1), 
que  nous  supposerons  quelconque.  Nous  donnerons  le  nom  d'angle 


saillant  à  tout  angle,  tel  que  GAB,  qui  est  compris  entre  deux  côtés 
consécutifs  GA  et  AB. 

13.  Définition  II.  —  Les  côtés  GA  et  AB  d'un  angle  saillant  sont 
généralement  rencontrés  par  tous  les  autres  côtés  du  polygone.  Les 
points  d'intersection  A'  et  E',  les  plus  rapprochés  du  sommet  A,  sont 
les  sommets  de  deux  angles  AA'C  et  AE'F,  qui  s'appuient  respective- 
ment sur  les  deux  côtés  de  l'angle  GAB. 


35c>  G.     DOSTOR. 

Ces  deux  angles  AA'C  et  AE'F  peuvent  être  appelés  des  angles  ren- 
trants du  polygone  ABCDEFG. 

14.  Remarque.  —  Dans  ce  paragraphe,  nous  ne  ferons  aucune  dis- 
tinction entre  les  polygones  ;  ils  peuvent  être  à  périmètre  continu  ou 
à  périmètre  composé.  Nous  considérerons  même  la  suite  non  inter- 
rompue de  toutes  les  espèces  des  polygones  de  n  côtés,  qui  naturelle- 

>  suivant  que  n  est  impair  ou 


I  I     "  —  •  1     "  —  3 

ment  sont  au  nombre  de ou  de 


pau'. 

L'inspection  de  \?i-fig-  i  fait  voir  que  les  angles  rentrants  du  po- 
lygone ABCDEFG  sont  opposés  par  le  sommet  aux  angles  saillants  du 
polygone  A'B'G'D'E'F'G',  dont  les  côtés  ont  les  tnèmes  directions  que 
ceux  du  premier,  mais  dont  l'espèce  est  inférieure  d'une  unité  à  celle 
de  ce  polygone. 

15.  Théorème  \.  —  La  différence  entre  les  sommes  des  angles  sail- 
lants de  deux  poljgones  quelconques ,  ayant  le  même  nombre  de  côtés, 
mais  étant  de  deux  espèces  consécutives,  est  constante  et  égale  à  quatre 
angles  droits. 

Désignons,  en  général,  par  l^^e  la  somme  des  angles  saillants  dans  un 
polygone  de  c  côtés  et  de  l'espèce  e. 

Considérons   les    deux    polygones  A'B'C...   et  ABC...    {Jig.  2), 


ayant  n  côtés,  et  se  trouvant  le  premier  de  l'espèce  p  —  i  et  le  second 
de  l'espèce  immédiatement  supérieure  p. 
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Tirons  les  droiles  AF,  FD,  DB ...  ;  nous  formons  un  polygone 
convexe  de  n  côtés  AFDB. ..  .  Sur  les  n  côtés  de  ce  polygone  s'appuient 
les  n  triangles  AFE',  FDB',  DBF',  ...',  dont  les  angles  au  sommet  E',  B', 
F',  . . .  sont  égaux  aux  angles  saillants  du  polygone  A'B'C'D'. ..  do 
l'espèce  p  —  i  (n"  14).  Nous  avons  donc 

!„,;,_,  + E'A  F -4- E' F  A  +  B'FD  +  B'DF+  ...  =  2  «  angles  droits, 

d'où  nous  lirons 

2„,^_,  =  nn  -  (E'A  F  +  E'FA  -t-  B'FD  +  B'DF  +  ...), 

eu  désignant  par  n  la  mesure  de  deux  angles  droits.  Or  la  somme  des 
angles  entre  parenthèses  égale  la  somme  des  angles  du  polygone  con- 
vexe AFDB. .  . ,  moins  la  somme  i„,^  des  angles  saillants  du  polygone 
étoile  ABCD...  de  l'espèce  p.  Puisque  la  somme  des  angles  d'un  po- 
lygone convexe  de  n  côtés  est  égale  k  n  ~  1  fois  deux  angles  droits 
ou  égale  à  [n  —  2)-  =  hk  —  an,  nous  aurons 

2„,p_,=  un— {717:  -  in  —y,„^p], 
ou 

Nous  en  tirons  l'égalité 

qu'il  fallait  établir. 

16.  Corollaire.  —  Dans  tout  pnlygotie  étoile,  la  clijfeicnce  entre 
la  somme  des  angles  rentrants  et  celle  des  angles  saillants  est  con- 
stante et  égale  à  quatre  angles  droits. 

17.  Remarque.  —  Dans  cette  démonstration,  nous  n'avons  fait  au- 
cune restriction  sur  la  nature  de  nos  deux  polygones  étoiles,  qui 
peuvent  être,  l'un  ou  tous  les  deux,  à  périmètre  continu  ou  à  périmètre 
composé. 

18.  Théorème  II.  —  Dans  tout  polygone  étoile  de  n  côtés  et  de  l'es  ■ 
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pèce  p^  la  somme  des  angles  (saillants)  est  égale  à  aulant  de  fois  deux 
angles  droits  qu'ily  a  d'unités  dans  le  nombre  n  des  côtés,  diminué  du 
double  nombre  2p  de  l'espèce  (  '  ),  c'est-à-dire  que 

(II)  2„,/,  =  («—  -ip)!:. 

En  effet,  la  relation  (I)  nous  donne 

V        V  5_ 

Si  nons  attribuons  à  p  successivement  les  valeurs 

I,  2,  3,  ...,/^  —  i,p, 

et  que  nous  ayons  égard  à  l'expression 2„,  =:(«—  2)n,  nous  aurons  la 

suiie  des  égalités 

2„  I      =  nn      —  2", 


—«,2 

V 

-   2  7T, 

2„,, 

V 

^H,2 

-    2K, 

V 

V 

-  27:, 

V 

*^fi,p~\ 

-   271. 

Ajoutons  ces  p  équations  membre  à  membre  et  supprimons  les 
somtiies  3„  ,,  2„,2,  . . .,  -„,p-i,  qui  seront  communes  aux  deux  membres 
de  l'équation  résultante;  nous  obtenons  l'égalité 


2„,p—nn  —  2  7I/J 
2„,;,=  (/i  -  -2^)71, 


qu'd  fallait  établir. 

19.  Corollaire  I.    —  Si  n  est  pair,  l'espèce  la  plus  élevée  sera  mar- 
quée par  le  nombre (n"  7);  par  suite,  on  aura 


'111)  2    ,        =[n  —  [n  —  i)\ii  —  iK 


PoixsOT,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  1810,  t.  V,  caliier  X,  p.  22. 
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Si  M  est  impair,  lespèce  la  plus  élevée  sera  marquée  par  le  nombre 
(n°7);  par  suite,  il  viendra 


(IV)  1    ,         =  \?i~(n  -  \]]7:  =  - 

On  en  conclut  que  : 

La  somme  des  angles  d'tin  polygone  étoile  de  l'espèce  la  plus  élevée, 
parmi  ceux  /l'un  même  nombre  de  côtés,  est  égale  à  qu;ilre  angles 
droits j  ou  égale  à  deux  angles  droits,  suivant  que  le  nombie  des  côtes 
du  polygone  étoile  est  pair  ou  impair. 

Ainsi,  la  somme  des  angles  du  triangle,  celle  des  angles  du  penta- 
gone de  deuxième  espèce,  ou  de  l'heptagone  de  troisième  espèce,  de 
l'ennéagonc  de  quatrième  espèce,  du  pentédécagone  de  septième 
espèce,  etc.,  est  la  même  et  toujours  égale  kdeux  angles  droits. 

De  même  la  somme  des  angles  de  l'octogone  de  troisième  espèce,  du 
décagone  de  quatrième  espèce,  du  dodécagone  de  cinquième 
espèce,  etc.,  est  aussi  la  même  et  égale  k  quatre  angles  droits. 

20.  CoROLLAiRi:  II.  ~  Lorsqu'un  polygone  a  un  nombre  de  côtés 
simplement  pair  2n,  et  que  p  est  moindre  que  7;  et  premier  avec  ?i, 
nous  avons 

22«,»-2/,  =  [272  —  2(// —  2p)]r.  =  [\p~. 

Donc  la  somme  des  angles  du  polygone  étoile  de  2/1  côtés  et  de  l'es- 
pèce n  —  2p  est  indépendante  du  nombre  des  côtés  et  ne  dépend  que  de 
l'espèce  p  du  polygone.  Cette  somme  est  égale  à  2pJois  quatre  angles 
droits. 

Puisqu'on  a 

2.„_p  =  (/i  —  2p)n  =^  n-  —  2pr:, 
il  vient 

(V)  2  2„,p+ :i2„,„_2^=  2/77:. 

Ainsi,  lorsque  n  est  impair,  les  angles  de  deux  polygones  correspon- 
dants, dont  l'un  a  n  côtés,  sont  tels,  que  la  double  somme  des  angles 

Journ.  de  Math.  (3°  série),  tome  VI.  —  Novembre  1880.  4^ 
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du  premier  polygone,  augmentée  de  la  somme  des  angles  du  second,  est 
indépendatite  des  espèces  de  ces  deux  polygones  et  ne  dépend  que  du 
nombre  de  leurs  côtés.  Cette  somme  est  égale  à  n  fois  quatre  angles 
droits. 

21.  CoROLLAiBE  III.  —  Lorscju'un  polygone  a  un  nombre  de  côtés 
doublement  pair  an  et  que  p  est  inférieur  à  la  moitié  de  n  et  premier 
avec  7/,  on  a 

^2ri.,!-i<  =     a»  —   lîn  —  p)^T^  =1  2pT.. 

Donc,  la  somme  des  angles  du pol):ionc  étoile  de  in  côtés  et  de  l'es- 
pèce 71  —  p  est  indépendante  du  nombre  des  côtés  et  ne  dépend  que  de 
l'espèce  du  polygone.  Cette  somme  est  égale  à  p  fois  quatre  angles 
droits. 

Puisque  l'on  a 

^2n.p  =  !'27i  —  '2p)~  =  inr.  —  ip-, 
il  vient 

(VI)  l,„,p+l,„,„_^=2nr.. 

Ainsi,  lorsque  n  est  pair,  la  somme  des  angles  de  deux  poljgones 
conjugués  est  indépendante  de  leurs  espèces  et  ne  dépend  que  du 
nombre  2n  de  leurs  côtés.  Cette  somme  est  égale  à  n/ois  quatre  angles 
droits. 

22.  Théorème  III.  —  Dans  tout  polygone,  la  somme  des  angles 
extérieurs,  que  Von  obtient  en  prolongeant  tous  les  côtés  dans  le  même 
sens,  est  égale  à  autant  de  fois  quatre  angles  droits  qu'il  y  a  d'unités 
dans  l'espèce  du  polygone. 

En  effet,  la  somme  des  angles,  tant  extérieurs  que  saillants,  est  égale 
cà  autant  de  fois  deux  angles  droits  que  le  polygone  a  de  souimets  ou 
de  côtés.  Si  le  polygone  a  n  côtés,  cette  somme  sera  nn. 

Mais,  si  le  polygone  est  de  l'espèce  p,  la  soiinne  des  angles  saill.inis 
sera 

2«,p=  '«  —  2/))-. 

Nous  avons,  par  suite,  pour  la  somme  E  des  angles  extérieurs, 

E  =  //-  -  l,:p=  n-  —  'n  —  2p)r.  =  nr.  —  nr.  +  ipr. 
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Donc  il  vient 

(VII)  E  =  p2K. 

Ainsi,  dans  le  pentagone  de  seconde  espèce,  la  somme  des  angles 
extérieurs  est  égale  à  huit  angles  droits. 


§    111.    —     r,ES    POLYGONES    RÉGULIERS    ÉTOILES. 

25.  Théorème  I.  —  Dans  toni pol/goiie  régulier  étoile  de  Ji  côtes  et 
fie  l'espèce p, 

1°   Chaqne  angle  saillant  est  égal  à  l'excès  de  deux  angles  droits 

sur  —  d  angle  droit: 
n  ° 

2°  Chaque  angle  rentrant  est  égal  à  l'excès  de  deux  angles  droits 
sur  — — -  d'ansle  droit. 

n  O 

i"  Car,  les  n  angles  saillants  étant  égaux   entre  eux  et  valant  en- 
semble [n  —  2p)7r,  chacun  d'eux  vaudra  la  ?2"""^  partie  de  celte  somme, 

(  n  —  2p]7r     _       ,  ,    .  ,,  ,  ,  , 

ou lin  désignant  1  un  quelconque  de  ces  angles  par  a,  on  a 

donc 

(I)  a  —  7C—  ^^=  2  droits  — —d'angle  droit. 

n  n  ° 

2°  De  même  les  n  angles  rentrants,  étant  les  angles  saillants  du  po- 
lygone de  71  côtés  et  de  l'espèce /)  —  i ,  valent  ensemble  [«  —  2(/)  —  i)]::, 

et,  puisqu'ils  sont  égaux  entre  eux,  chacun  d'eux  vaudra  — — - 

En  représentant  l'un  quelconque  de  ces  angles  par  [i,  ou  a,  par  cou 
séquent, 

(II)  fj  =.  r  -  ^'^  -  ''^  =  2  droits  -  ^-^^^^^  d'angle  droit. 


77 


n 


24.  Corollaire.  —  Les  deux  formules  (I)et(II)  nous  donnent 

/3-a  =  - 


n  n  n 
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Donc,  ilans  tout  polygone  régulier  étoile  de  n  côtés,  la  dijjérence 
entre  un  angle  rentrant  et  un  angle  saillant  est  égale  à  la  n'""'  partie 


de  deux  angles  droits. 


2t>.  Théorème  H.  —  L'angle  au  centre  d'un  polygone  régulier 
étoile,  de  n  côtés  et  de  V espèce  p,  est  égal  à  la  n''"'^  partie  de  p  fois 
([uatre  angles  droits. 

En  effet,  soient  O  le  centre  d'un  polygone  régulier  étoile  (Jig.  3), 


AG  un  de  ses  côtés  etO/la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur 
ce  côté. 

Dans  le  triangle  rectangle  OA?",  l'angle  OAj'est  la  moitié  de  l'angle  a 
du  polygone  régulier,  et  l'angle  AOi  est  la  moitié  de  l'angle  au  centre 
de  ce  polygone.  Or  les  deux  angles  OAi  et  AOi  sont  évidemment  com- 
plémentaires; par  suite,  si  nous  désignons  par  y  l'angle  au  centre,  nous 
aurons 

«  V  TT 

-   +  -   =   -1 
2  2  2 

d'où  nous  tirons 
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Mais  la  formule  (1)  nous  donne 


35' 


~i  —  </. 


donc  nous  avons 

(lll) 


-^—  —  -  2  :: . 

//  n 


2t}.   Corollaire.  —  Celte  formule  prouve  que  : 

Le  périmètre  H'/in  pnl)go?ie  régulier  de  V  espèce  p  sous-lencl  p  jais  In 
circonférence ,  ce  que  nous  savions  déjà  (n°  5). 

27.   Relations  entre  le  côté,  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone 
régulier  étoile.  Représentons,  en  général,  par 

C        R        r 

le  côté,  lerajon  et  l'apothème  du  polygone  régulier  étoile  de  f  côtés 
et  de  l'espèce  e.  Dans  le  triangle  rectangle  OAi  (Jig.  4)»  l'hypoténuse 


OA  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  le  cùtéO/  esl  le  r.iyon  du  cercle 
inscrit,  et  le  second  côté  Ai  est  le  derai-côté  du  polygone  régulier.  Ce 
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triangle  floniie 

A/=OA  siiiAO/, 
0/=OAcosAO?, 
A  ?'=r  O/tangAO/. 

Supposons  que  le  polygone  ait  «côtés  et  soit  de  l'espèce  p.  L'angle 
AO/  étant  le  demi-angle  au  centre,  on  aura  [n"  23) 

A0/  =  /-^; 

n 

par  suite,  les  trois  égalités  précédentes  reviennent  à 

'  '^  fl 


(IV)  {/■„,,  =  R„,^cos'' 


It 

PTZ 


C„.p=  2r„,,,  tang 


28.  Polygones  réguliers  de  n  côtés  inscrits  dans  le  même  cercle.  -^ 
Soit  R  le  rayon  de  ce  cercle.  La  première  des  relations  (IV)  nous 
donne 

C„„=  aR  sin  —  5 


nous  en  tirons 


iy) 


C„,p_i  — 

2R  sin 

/'  —  '  - 
n 

^'ll.p  ^=  ^ 

sin' — 
n 

~  ^n.p-i 

Par  la  seconde  des  égalités  (IV),  nous  avons 


r„p^z  R  cos — 1 


/„./.-!  =  Rcos^- — t:. 


THÉORIE    GÉNÉRALE     DES    POLYGON  FS    ÉTOILES.  359 

d'où  ii  nous  vient 

COi- — 

(VI) 


cos  — 


Ces  deux  dernières  relations  nous  donnent 


P  —  i  .    p 

CDS TT        sm  — 


■y-'  


ou 


C„.„  pit  ■    P'^  .    o.pit 

cos  —  sin  ■ —  sin  — — 

//  /.'  n 


2  Sin  - 


Mais,  puisque 


on  a 


C„,„  .        2/-177 

'^         sin  — — 
n 


T.  "2  P  17 

C„i  =  2Rsin-î     t"„  2/j  =  2R  sin -^' î 


2  sin  -  ^ 

"  2C„.i 


Donc  il  vient 


Sin  — i—  ' 

II 


n.p—y    '-•n./j— I       ,      2Ij„,i 


(VII)  1^^^  =  ^:^'  +    , 

29.  'rni:oRiîME  IV.  —  Les  côtes  de  deux  polygones  réguliers  corres- 
pondants sont  ceitjc  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont  l'hy- 
poténuse est  le  diamètre  du  cercle  commun,  qui  est  circonscrit  aux 
deux  poljqones. 

Représentons  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  deux  polygones 
réguliers,  l'un  d'un  nombre  impair  n  de  côtés  et  l'autre  d'un  nombre 
double  2«  de  côtés,  qui  sont  des  espèces  respectives /;  et  n  —  i-p  [w"  0). 
r.es  côtés  de  ces  deux  polygones  seront  (n"  27) 

(  C,,  „  =  2  R  si  n  —  1 
(I)  "     „_^ 

(  C,„  „^,,^=  aRsin  ^'-^^'-^r. 
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Or  il  est  aisé  de  voir  que 

n  —  lp       T.         pv 

in       "  2  «   ' 

p;ir  suite,  il  vient 

(2)  C2„,„_2^  =  2R  cos  —  • 

Elevant  au  c;irré  It-s  deux  côtés  (i)  et  (2),  et  ;ijoutant,  on  obtient  l,i 
relation  \ 

(VIII)  C„%+C,V„_,,,=  4K% 

qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

50.  Remarque.  —  La  relation  précédente  permet  de  caliuler  les 
côtés  des  polygones  régidiers  d'un  nombre  inip.iir  Ji  de  côtés 
lorsqu'on  connaît  ceux  des  polygones  réguliers  de  in  côtés,  et  réci- 
proquement. 

31  ■  Première  application.  —  Les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers 
peuvent  ainsi  s'obtenir  au  mojen  des  côtés  des  deux  décagones  régu- 
liers, que  l'on  sait  être 

C,„,,  =  iR(v5-  1).     C,„,3r^iR(s5+.). 
Car  on  n  (n°  29) 

C^,  =  4R— q„,3  =  4R='-iR=(v'5+i)"-  =  iR=(io-2V5), 
c^,,  =  4R— Cr,,,  =  4R=-iR'(v5-  i)=  =  |rH. 0  +  2^5), 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  suivantes, 

C5 ,  =  ^R  Y  10  —  2v  ô,     ('5  2=: 4  Ry  10  +  2V'5, 

pour  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  l'un  convexe  et  l'autre 
éloilé. 

52.   Deuxième  application.  —  Si  l'on  connaît  les  côtés  des  quatre 
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pentédccagones  réguliers,  on  pourra  aussi  calculer  les  côtés  des  quatre 
poirgones  réguliers  de  trente  côtés,  qui  leur  sont  nat.uellement  cor- 
respondants. 

Les  côtés  des  quatre  peutédécagones  réguliers  s'ohtieuuent  par  un 
procède  Iressunpie,  qui  se  trouve  exposé  au  n"  43.  Ces  côtés  sont 

C.5.',  =  iR(     s/io  +  isfS  +  sjTS-^t), 
C,5,2  =  iR(-v/io-2v'5  +  VT5H-V3), 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (VIII),  on  trouve  de  suite,  en 
ettectuant  les  calculs,  que 

C3,,, ,  =  {R  \/36- 4V54^/3  \/7o^^^ 

C3o..3  =  |R\/36  +  4v5  +  4V3\/r7-'2v'5  =  {R(v3\/T^T^l  +  V'5-.) 

sont  les  côtés  des  quatre  polygones  réguliers  de  trente  côtés,  qui  sont 
inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  R. 

On  trouvera  au  n"  M  un  procédé  plus  simple  et  plus  rap.,le  pour 
obtenir  ces  cotés,  et  ou  se  trouve  évitée  l'extraction  des  racines  carrées. 

35.  ThéorèmeV.  -Etautdonnés  deux  polygones  réguliers  J' un  d'un 
nombre  unpair  n  de  côtés  et  l'autre  d'un  nombre  double  2n  de  côtés  ■ 
SI  ces  poljgones  sont  correspondants  et  des  espèces  respectées p  et  a  le 
produit  de  leurs  côtés  sera  égal  au  rayon  commun  R  multiplié  par  le 
cote  du  poljgone  régulier  qui  a  autant  de  côtés  n  que  le  premier  de 
ces  polygones  et  qui  est  de  la  même  espèce  q  que  le  second. 

On  a  (11"  27) 

C„,^  =  2  R  sin  Ç,     C,„  „  =  a  R  sin  '-'--, 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  tome  VI.  -  Décembke  .8So.  46 
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d'où  l'on  tire 

C,,,^  X  C,„,,  =  4  R-  siii  '^   SI  11  -- . 

Puisque  les  deux   polygones  sont  correspondants,  il  vient  la    re- 
lation (n°9) 

2/J  +  7  =  n, 
d'où  l'on  tire 

q  =z  II  —  2/7, 
et  par  suite 

SMi  ^—  =  sHi n  =  sin ==  cos  — • 

III  on  \  2  n     I  II 

Le  produit  de  nos  côtés  devient,  par  conséquent, 

C„„x  C,„„=  'jR-sin^— COS-    =  :iR*sHi^^— =R.2Rsni  ^  tt 

on 


(IX)  C„,/,x  C,,„,  =  R.2R  sin  --  =  R  X  C„,,„ 

ce  qu'il  (allait  prouver. 

54.   Application.  —  Ainsi  l'on  a 

^5,2  X  C,„  I  =  H  X  L.5,1  , 

L>5j   X    L*)o  3  "=    \\  X   ^-"S.t   ^^=^    t\  X    ^5,2* 

on 


|R\/io4-2s5xiR(v'5-  i)=:R:<iRv^o-  i^^, 
Uv/io-2x5x  ^R(v'5+i)  =  Rx  iRv/io  +  2v'5, 

c'est-à-dire 


(\5— i)yio  +  2\'5=2\/io  —  2  V  5 , 
(\/5-l-  i)\/ 10  —  2\/5=  2\/io -H  ay/S, 

ce  qu'il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  vérifier. 
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35.  Théorème  VI.  —  Les  côtés  de  deux  polygones  réguliers  cotijngucs , 
inscrits  dans  le  même  cercle,  sont  ceux  de  r angle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  dont  rhypotéi.nse  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  aux 
deux  poljgones. 

Soit,  en  effet, 

(3)  Co„.,=--2Rsin''- 

le  côté  d'un  polygone  régulier  ayant  un  nombre  doublement  pair  2n 
de  côtés  et  étant  de  l'espèce  p.  Le  côté  de  son  conjugué,  parmi  ceux 
de  2«  côtés,  sera  (n*^  il  ) 

C2«,«_;,~  aRsin         -- 


ou 


^'2„.n-p  =  2n  sin  ' 


On  a  donc 

(4)  C2„.„_/,=  aRcos;^- 

Élevant  au  carré  los  deux  côtés  (3)  et  (4)  et  ajoutant,  on  obtient  la 
relation 

(X)  c^„„-hCt,„-,  =  4H^ 

56.  application.  —  Connaissant  les  côtés  de  l'une  des  moitiés  des 
polygones  réguliers  d'un  nombre  doublement  pair  2n  de  côtés,  on 
peut,  au  moyen  de  ce  théorème,  calculer  les  côtés  de  l'autre  moitié  des 
polygones  réguliers  de  2/1  côtés. 

57.  Théorème  VII.  —  Le  produit  des  côtés  de  deux  polygones  ré- 
guliers conjugués  est  égal  au  rayon  multiplié  par  le  côté  du  polygone 
régulier  d'un  nombre  de  côtés  deux  fois  moindre,  mais  de  même  espèce 
que  l'un  ou  l'autre  des  deux  premiers  polygones. 

Puisqu'on  a 

^2n,p^=  2KSUI )       *~'2„,,i-p=^  2KCOS —  > 
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on  obtient,  en  multipliant, 


r^  /-,  I   n-y      ■        I''''-  /"T  n<      ■        1'^ 

C,„  p  X  Cj,,  „_„  =  /)  R^  sin  i—  cos  -  -  =  2  R-  sin  — 

'      '  9.  n  9.  n  II 

Or  nous  savons  que 

2Ksui  --  =  2R  sin 7T  =  C„,,,  =  C„,„_/,; 

donc  il  vient 

§  IV.  —  Inscription   dans  le  cercle  des  polygones  réguliers  m: 

CINQ,  HUIT,  DIX,    DOUZE,    QUINZE,    TRENTE,     SOIXANTE    ET     CENT    VINGT 
CÔTÉS. 

38.  Dans  tout   ce  paragraphe,  nous  ne  considérons  que  les  poly- 
gones réguliers  à  périmètre  continu. 

39.  Pentagones  réguliers.  —  Il  existe  deux  pentagones  réguliers, 
l'un  convexe  et  l'autre  étoile.  Ce  dernier  est  de  deuxième  espèce. 

En  appelant  toujours  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  nos  poly- 
gones réguliers,  on  a  de  suite 

(  C,  ,  =  aRsin  l  =  2R  sin36"  = -R\/io  —  2\/o, 

(I)  '  l  ]        . . 

/  Cj,.,  =  2Rsin  -^  =  2Rsin72''  =  -Ry  10  +  2v'5. 

On  en  déduit 

t:i.  +  C;,,==5R\ 

Ainsi,  la  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  pentagones  réguliers 
est  égale  au  quintuple  carré  du  rayon. 

-40.   Octogones  réguliers.  —  Il  y  a  aussi  deux  octogones  réguliers, 
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dont  l'éloilé  est  de  troisième  espèce.  On  a  donc 


v'- 


Cg,,  =  aRsin  ^  =  2R  ^Z  --^  -^  =  'R\/2  —  \  2, 


-t-  COS-T 


Cg,  =  2R  sin-^  =  2Rcos^  =  2R  y         — ^  =  Ry2  +  \2. 


On  en  tire 

^8.1  +  ^8,3  =  4R"- 

Donc,  (/ans  les  deux  octogones  réguliers,  la  somme  des  carrés  des 
côtés  est  égale  au  carré  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

41.  Décagones  réguliers.  —  On  compte  deux  décagones  réguliers, 
dont  l'étoUé  est  de  troisième  espèce.  Les  côtés  de  ces  deux  polygones 
s'obtiennent  en  divisant  le  rayon  en  moyenne  et  extrême  raison,  et 
ont  pour  valeurs  les  deux  solutions  fournies  par  cette  division.  Ces 
côtés  sont  ainsi 

l  C,o  I  =  2Rsin  —  = -R(v 5  —  i), 
(II)  ■  '°       ^ 

f  C|.  3  =  aRsin— ^  =  -R(v5  +  1). 
10       2  ' 

On  en  conclut  d'abord 
puis 

^10,3  *-'IO,{  ^   "■' 

Ainsi  :  i"  le  rayon  est  moyen  proportiotinel  entre  les  côtés  des  deux 
décagones  réguliers;  2*^'  il  est  égal  à  la  différence  des  côtés  de  ces  deux 
décagones. 


Ou  a  encore 


L^Tn    •!    — ■    J  " 


'  1  0.3 


La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  décagones  réguliers  est 
égale  au  triple  carré  du  rayon. 
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4*2.   Dodécagones  réguliers.  —  Il  y  a,  outre  le  dodécagone  régulier 
convexe,  un  dodécagone  régulier  étoile,  qui  est  de  cinquième  espèce. 
Les  côtés  de  ces  deux  polygones  sont 

C,2,(  =  aRsin  —  =  aRsin  15", 

C.o  -  =  aRsin  -'-  =  aR  cos  ~  =  aRcos  i5°. 

'-•'  12  12 

Puisque 


sin  I 

cos  i5 
on  a 


ro  /t  —  cos3o'>       I  ./  ô'       i  /   r-         ~\ 

/i +  00830°         1/7    r      ^        ï  /    7^  ~\ 

"=  y — ^-—-  =  3  V  2  +  v^  =  ^  (v<>  +  v2), 

C,,,,  =  iR(s  6  -  sa)  =  R  v/a  -  V^, 


C,2.5  =  iR(N  6  +  s  2)  =  R\/2  +  v"^- 
Ces  expressions  donnent 

C,5.,  xC,,,,  =  R%     Cf,,.4-C^,,,=:4R^ 

Ainsi  :  1°  le  rayon  est  mojen  proportiounel  entre  les  côtés  des  deux 
dodécagones  réguliers  ;  2°  la  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  do- 
décagones réguliers  est  égale  au  carré  du  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit. 

43.  Pentédécagones  réguliers.  —  Il  existe  quati'e  polygones  régu- 
liers de  quinze  côtés,  dont  les  trois  étoiles  sont  des  espèces  2,  4  et  7. 
Les  côtés  de  ces  polygones  sont  donc 

C,5,,  =  2R  sin  -^) 


(0 


C|- .,  =  2R  sin  ^! 
'  "■'  it) 


C,3  .  =  aRsin  —  ■ 
''  i5 


C,5,,  =  aRsin^. 


THEORIE    GENERALE    DES    POLYGONES    ÉTOILES. 

Les  sinus  des  quatre  arcs 


36: 


2-         4  '^ 


i5        i5 


peuvent  aisément  se  calculer  en  valeur  de  sinus  et  cosinus  d'arcs  plus 


simples  que  l'on  connaît  déjà,  car  on  a 


(2)       7^  =  S- 


i5  "  6 


77  277  .:)77  77  l^T.  77  77  ^77  ^77  77 

u)        i5        10        (ii5        6        10        i5        10        6 


Si  l'on  observe  que 


siii  ^  =  cosiT  = -'     cosj^  =  bin  ^  = -\'3, 


sin  —  =  7  (v'5  —  1)1     cos  -~  —  sin  — ^  =  y  y  lo  +  2 y'S 
104  '  o  o        4 

.        3j7  I 


sni 


-=^(s/5  +  i),     cos^=sin  ^  =Wio-2V5, 


10     4-  10  5       4 

et  que  l'on  substitue  dans  les  égalités  (i),  après  y  avoir  développé  les 


368  G.     DOSTOK. 

seconds  membres  suivant  les  identités  (2),  on  trouvera  de  suite  que 

C,5,,  =  |r(      \AÔ  +  2v'5- vT5  +  \^), 

C. 5..  =  i-R (      \/"r7TTv^  +  \/T5  -  v'3) , 
C,,.,  =  {r(     V^To~--2vI+v'T5  +  v/3)  C). 

La  comparaison  de  ces  expressions  nous  fournit  les  deux  relations 

C,,.,+C,3,,  =  JR\/io+  2V/5=:C,„0, 

C,„,  -  C,,,.  =  iR\/io  -  2v'5  =  C,,,. 

Ainsi  :  1°  la  somme  des  côtés  des  deux  pentéde'cngones  réguliers  des 
espèces  i  et  l\,  inscrits  dans  le  même  cercle,  est  égale  au  côté  du  pen- 
tagone régulier  étoile  qui  est  iiiscrit  dans  ce  cercle;  2°  la  différence 
des  côtés  des  deux  pentédécagones  réguliers  des  espèces  'j  et  1,  inscrits 
dans  le  même  cercle,  est  égale  au  côté  du  pentagone  régulier  cotivexe 
qui  est  inscrit  dans  ce  cercle. 

Les  formules  (III)  nous  fournissent  aussi  les  égalités 

C,5.,  X  C,3,.  =  iR^'(v5  -  i)  =  R  X  C,„,,, 
C.s.oX  C,5,7  =  |R=(v5  +  i)  =  R  X  (:,„,:,. 

Donc  :  i"  le  rayon  est  la  quatrième  proportionnelle  au  côté  du  déca- 
gone régulier  convexe  et  aux  côtés  des  deux  pentédécagones  réguliers 
des  espèces  i  et  !\',  2°  //  est  aussi  la  quatrième  proportionnelle  au  côté 
du  décagone  régulier  étoile  et  aux  côtés  des  deux  pentédécagones  ré- 
guliers des  espèces  1  et  ']. 

Si  l'on  élève  au  carré  les  quatre  valeurs  (III),  et  que  l'on  ajoute  les 
résultats,  on  trouvera  que 

(  '  )  Ces  côtés  se  trouvent  calculés  par  la  Géométrie  pure,  d'une  manière  fort  élégante, 
dans  le  Traité  de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  4'"  édition,  1'"  Partie,  p.  it3. 
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Donc,  la  somme  des  carrés  des  côtés  de  quatre  pentédécagones  régu- 
liers, (jui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  est  égale  à  sept  J'ois  le  carre' 
du  rajon. 

li.  Poljgoiies  réguliers  de  trente  côtés.  —  Comme  la  moitié  de 
3o  est  un  nombre  impair,  il  existe  aussi  quatre  polygones  réguliers 
de  trente  côtés  (n°  8),  dont  les  trois  étoiles  sont  des  espèces  7,  11 
et  i3. 

Les  côtés  de  ces  quatre  polygones  sont 


C30,,    =  2  R  sin  ^-    =  2  R  sin  (  ?  —  p  )  ' 

C30  7   =  2Rsin  1^  =  2Rsin  1  ^ ^U 

'  00  \s        10  j 

Cao.ii  =  2Rsiii-^=  2Rsin  (^  f-  gj. 
Cso.n  =  2Rsin  -~^  =  2R  sii)  (  ^  +  "-  )  • 

00  \  O  10/ 


Développant  et  effectuant  les  substitutions  convenables,  on  trouve  que 

(•30,,   -iR(v/3o-6v/5-v/5-i), 

C3»,, ,  =  jR ( \/3o  -  6 v'5  +  s/5  +  I  ) , 
C3„,.3  =  iR(v/3o  +  6V5  +  V5  - 1). 

La  comparaison  de  ces  expressions  nous  fournit  les  deux  relations 

qui  prouvent  que  : 

1°  La  différence  entre  les  côtés  des  polygones  réguliers  de  trente 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  tome  VL  —   Décembre  1880.  47 
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côtés  et  (les  espèces  1 1  et  i,  insciits  dans  le  même  cercle,  est  égale  au 
côté  du  décagone  régulier  étoile  qui  est  inscrit  dans  ce  cercle. 

2°  La  différence  entre  les  côtés  des  polygones  réguliers  de  trente 
côtés  et  des  espèces  i3  et  q,  inscrits  dans  le  même  cercle,  est  égale  au 
côté  du  décagone  régulier  convexe  qui  est  inscrit  dans  ce  cercle. 

Les  mêmes  formules  (IV)  nous  doiiuenf  aussi 


C,o,.  X  €30, H  =  jR'((i  -  2v5)  =  C'J„, 


I  ' 


On  en  conclut  que  : 

I  "  Le  côté  du  décagone  régulier  convexe  est  mojen  proportionnel 
entre  les  côtés  des  deux  poljgones  réguliers  de  trente  côtés,  des  espèces 
V  et  II. 

2°  Le  côté  du  décagone  régulier  étoile  est  moyen  proportionnel  entre 
les  côtés  des  deux  poljgones  réguliers  de  trente  côtés,  des  espèces  7 
et  i3. 

Nous  avons,  en  vertu  du  théorème  du  n°  29, 


p2 

=.4R— Cf,,„ 

Cjo,,  =:4R=-c,%,,, 

^30.1 

.-4R— c?,,„ 

^3  11,1 3  =  ■'iR"  "  ^1 5,n 

et  par  suite,  en  ajoutant, 

^3  0,l~'~*-'3  0.7"+''-'3(i,ll    ■'~*-'30,l3 

=  i6R^-(C?,,,  +  C^,,+  C?,,,+  CÎ,,,j  =  9R=. 

Donc,  la  somme  des  carrés  des  côtés  des  quatre  polygones  réguliers 
de  trente  côtés  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle  est  égale  à  neuf 
J'ois  le  carré  du  rayon. 

45.   Polygones  réguliers  de  soixante  côtés.  —  Il  existe  huit  poly- 
gones réguliers  de  soixante  côtés,  dont  les  espèces  sont  i,  7,  11,  i3, 
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17,  19,  23  et  29.  Leurs  côtés  seront  donc 


37. 


C„o,,  =  2Rsin  g^  = 

aRsin    7  —  v"   ' 

Co„,7  =2Rsin  1^  = 

C,i„,H  =  2Rsni  g^  = 

2Rsin(^_JLJ, 

Cc„,,3-2Rsin  g^   = 

.     fr          -  \ 

2Rsin   7  —  —   ' 

C,,„.oo=  2Rsni  ^^  = 

^                         n      •       2377 

C,,„,o3=  2Rsin-^T^  = 

^^^•"(i^S)' 

Ce,,,,  9=  2Rsin  1^   = 

aRsml  7  -t-  -^   ) 

\4     is; 

C„o,,,  =  2Rsini^  == 

2Rsin(7  +  T^  V 

Développant  et  substituant,  on  obtient  les  valeurs 

Coo,,  =  iRv'2  [(v'3  +  i)  (v'S  -  i)  -  (v3  -  i)  v/io  +  2v/5], 
Ceo,7  =iRv'2[(v/5  +  i)v/'o-  2v/5-(v3-i)(vS-hi)], 
Cco,.,  =  iRv''2[(V3  -  i)v/io  +,2v5  +  (v3 +  i)(V5  -  ■)], 
Ceo,,3  =  iRV2[(v/3  +  0(v/5  +  i)  -  (v'3  -  i)^io  -  2v'5j, 
Cco,,T  =  iRv/2[(v'3  +  i)v/io-2v/!+(v3-i)(v'5  +  i)], 
C;c«.,9  =  iRs/2[(V3  +  i)  v/io  +  2V5  -  (s/3  -  i) (v'5  -  1)], 
C6o,.^  =  iRV2[(V'3-I)v/Io-2v5  +  (V3  +  I)(v/5^-I)], 
Coo,=o  =  iRv2 [(n/3  +  i)  v/io  +  2v5  +  (v3  -  i)  (v5  -  1)]. 

Les  huit  polygones  réguliers  de  soixante  côtés  à  périmèlre  continu 
sont  conjugués  deux  à  deux;  nous  avons  par  suite,  en  vertu  du  théo- 


3^2 

rème  du  n°  35, 
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■"SO.  I 


^^  '^Bu.S  0    —   '-'60, 


=  /,R% 


p2       _i_r2        r2       _i_p2        /iTi"^ 

^6  0.1l"'~'-'6  0.19  ^eO,I3~'~'-'6  0,17   —   ^  " 

On  en  conclut  que  : 

La  somme  des  carrés  des  côtés  des  huit  poly gones  réguliers  de  soixante 
côtés, qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  est  égale  à  seize  fois  le  carré 
rajon. 

46.  Polygones  réguliers  de  cent  vingt  côtés.  —  Ces  polygones  sont 
au  nombre  de  seize.  On  pourra  calculer  les  côtés  de  ces  polygones  en 
suivant  la  même  méthode.  Tl  suffira  de  faire  usage  des  identités  sui- 
vantes : 


120             8 

S' 

2977  _ 

120 

g  +  é^' 

1~     ~ 

I20             8 

75' 

2377 
I  20 

8  "^  75' 

I  I  77                77 
I20     ~     8 

3^' 

1977  _ 

120 

«  "^  3^' 

l3-                77 
120                 8 

60' 

120 

8  "^  Sô' 

3177              377 
120    ~'      8 

6^' 

5977  _ 
120 

ï-^ë' 

37^^  377  _ 

I20              8 

Tô' 

5377   _ 

120 

377  ,  77 

"8""^  i5' 

4177             377 
120              8 

3^' 

49- _ 
60 

8         3o 

4377_377 
120    ~~     «" 

à'- 

120 

377^  77 
8  ^^6o' 

47.  Ce  mode  de  calcul,  comme  l'on  voit,  fournit  toutes  les  valeurs 
que  donne  la  résolution  de  l'équation  binôme  x"  —  i  =  o.  Il  a  l'avan- 
tage d'être  plus  élémentaire  et  surtout  plus  facile. 
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Surface  pes  polygones  réguliers  étoiles. 


48.  Surface  du  poljgone  régulier  de  u  côtés  et  de  V espèce  p  en 
valeur  du  rayon  du  cercle  circonscrit.  —  Considérons  le  polygone  ré- 
gulier ABC.  .EF  G  {Jig.  6),  qui  a  «  côtés  et  dont  l'espèce  est  y?. 


Joignons  le  centre  O  à  un  sommet  A  de  ce  polygone,  ainsi  qu'aux 
deux  sommets  voisins  A'  et  E'  du  polygone  régulier  de  n  côtés  et  de 
l'espèce  p  —  i,  qui  sont  situés  sur  les  côtés  issus  du  sommet  A  dans  le 
polygone  de  l'espèce  p. 

Du  centre  O  abaissons  en  même  temps  la  perpendiculaire  0/  sur  le 
côté  AG. 

La  droite  OA  sera  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit  à  notre  polygone 
régulier;  la  droite  Oi  sera  le  rayon  r  du  cercle  inscrit,  et  la  ligne  Ai 
sera  le  demi-côté  vC  du  polygone  régulier. 

La  surface  de  notre  polygone  se  composera  évidemment  de  n  qua- 
drilatères, tels  que  ÀA'OE',  ou  de  2«  triangles,  tels  que  A  A'O.  En  dési- 
gnant, en  général,  par  Sc,e  la  surface  du  polygone  régulier  qui  a  c  côtés 
et  qui  est  de  l'espèce  e,  nous  avons  ainsi 


S„,^=  ara.  A  A'O. 
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Le  triangle  AA'O  est  parfaitement  déterminé,  car  nous  y  connais- 
sons le  côté  AO,  qui  est  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit,  ainsi  que  les 
deux  angles  OAA'  et  AOA'. 

L'angle  OAA'  est  en  effet  la  moitié  de  l'un  des  n  angles  saillants  de 
notre  polygone  régulier;  il  a  donc  pour  valeur  (n°  25), 

2  n 

L'angle  AOA'  est  égal  à  la  différence  entre  les  demi-angles  au  centre 
AOiet  A'O/des  deux  polygones  réguliers  de  «  côtés,  qui  sont  le  pre- 
mier de  l'espèce  p  et  le  second  de  l'espèce  p  —  i  ;  il  vient,  par 
suite  (n°  25), 

AOA' ^^^^-'i--!-^  71  =  -. 

n  n  n 

On  sait  que  la  surface  d'un  triangle  en  valeur  du  côté  «  et  des  deux 
angles  adjacents  B  et  C  est  exprimée  par  la  fraction 

n'sinB  sinC 


2sin(B-)-C)  • 

Comme  nous  avons  a  =  R  et 

sinB  =  sinOAA'=  sin  (-  -  '"^  )  =  cos  — ■ 

\2  n  j  n 

sinC  ^  sin  AOA'^=  sin  -, 

n 

sin(B  +  C)  =  sin  (-  —  ''"-[--]  —  cos'--^  '  ti, 

^  '  \2  n  n j  n 

in  fois  la  surface  du  triangle  AA'O  sera 


(1)  S„,^=«R 


Sin  -  cos     - 
n  n 


P—  ' 

cos 7T 

n 


Telle  est  l'expression  de  la  surface  du  polygone  régulier  de  n  côtés  et 
de  l'espèce  p. 

49.   Remarque.    —   Dans  le  calcul  précédent,  noijs  n'avons  établi 
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aucune  restriction  sur  la  nature  du  polygone  régulier.  La  formule  (I) 
est  ainsi  générale  et  convient  aussi  bien  aux  polygones  réguliers  à  péri- 
mètre composé  qu'aux  polygones  réguliers  à  périmètre  continu.  Elle 
s'applique  donc  indistinctement  à  tous  les  polygones  réguliers,  qu'Us 
soient  étoiles  ou  pseudo-étoilés. 

dO.  Corollaire  1.    —   Si  nous  posons  p  =  i  dans  la  formule  pré- 
cédente, le  facteur  de«R-  deviendra 


et  nous  aurons 


sin  -  cos- 

n         n         I         .     -  -         1.2- 

—   =  -  2  sin  -  cos  -  =  -  sin  — ? 

coso  2  n  n         1  n 


S„  ,  =  -  «R^sin-^! 

'  2  n 


pour-  Y  expression  de  la  surjace  des  polygojies  com'cxes  de  n  côtés. 


ol.   Corollaire  II.    —   Si  l'on  fait  p=  2  dans  la  même  formule, 
elle  deviendra 

277 

«  n 


S„  2  =  "  R'  '  3  ng  -  cos  - 


o2.   Surjace  d'un  polygone  régulier  en  valeur  du  rajoti  r  du  cercle 
inscrit.   —    La   seconde  des    formules   (IV)   du    n°   27  nous  donne 

R  = -•  Substituant  dans   l'expression  (I),  nous  obtenons,  après 

cos — 

n 

réduction, 

sin- 

(II)  s„,,=  «r=--^-^^^-. 

cos —  cos  —      - 
n  n 

d5.  Corollaire  I.  —   Si    nous  faisons  /;  =  i   dans  cette  formule, 
nous  aurons 

S„,,  =  nr-  tang^ 

pour  \sisui/ace  du  polygone  régulier  convexe  de  n  côtés,  en  valeur  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
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54.  Corollaire  II.  —  Si  nous  posons  y^  —  2  dans  la  formule  (II), 
nous  trouvons  que  la  surface  des  polygones  réguliers  de  n  côtés  et  de 
la  deuxième  espèce  est  exprimée  par 


S„  o  =  m  -  \M\°  -  sec  — 


55.  Remarque,  —  Supposons  que  ces  derniers  polygones  soient 
circonscrits  à  un  même  cercle.  Si  leurs  côtés  sont  dirigés  suivant  les 
mêmes  droites,  la  différence  D„  de  leurs  surfaces  sera  égale  à  la  somme 
de  n  triangles  que  l'on  forme  en  prolongeant,  de  deux  en  deux,  les 
n  côtés  du  polygone  régulier  convexe.  Cette  différence  est  donc 

D„  =  iir'-  tang  -  (séc 


(séc^'i-.). 


Ainsi,  si  les  deux  pentagones  réguliers  sont  circonscrits  à  un  même 
cercle  de  rayon  r,  la  différence  de  leurs  surfaces  sera 


0,=:  ^r-sJiB  —  io\]S. 

56.  Surjace  d'un  polygone  régulier  en  valeur  de  son  côté.  —  La 
troisième  des  formules  (IV  )  du  n°  27  nous  donne 

C         p- 
/•  =  -  ces 

Mettant  cette  valeur  dans  (II),  nous  trouvons  que 

ÎT  p- 

s  n  -  cos  — 

(III)  S„,^=7/zC= "— " 

sm'  —  cos 

n  n 

57.  Surface  d'un  polygone  régulier  en  valeur  des  rayons  R  et  r  des 
cercles^  l'un  circonscrit  et  l'autre  inscrit.  —  La  formule  (I)  peut 
s'écrire 

sin  - 
S,,„=  /m.Kcos 5 

'  n  p  —  I 

cos  TT 

n 
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et,  comme  on  a  R  cos—  =  /•,  il  vient  aussi 


n 

.     n 

sin  - 

n 


;iV)  S„,„=nR, 


cos 


58.  Corollaire  I,    —   Si  nous  faisons  p  =  i  dans  cette  expression, 
nous  aurons 

S„_|  =  /iR/'sin  -» 

pour  la  surface  des  poljgones  réguliers  convexes  de  n  côtés. 

59.  Corollaire  II.    —  En  posant^  =  2  dans  la  même  exiiression, 
on  trouve 

S„  2  =  «Rr  tang  - 
pour  la  surface  des  polygones  réguliers  de  deuxième  espèce. 

60.  Surface  d'un  polygone  régulier  en  valeur  du  côté  et  du  rajon 
du  cercle  circonscrit.  —  Dans  la  formule  (I),  remplaçons  l'ini  des  fac- 

leurs  R  par  sa  valeur en  fonction  de  C;  elle  devient 

.     »7r 
2  Sin  — 
n 

.     ■n         piT 
sin  -  cos  — 

(V)  S,,,=  ^nCR-^3^. 

cos TT 

n 


61.  Corollaire  I.  —  Posant  p  =  i,  on  trouve 


S,,  ,  =  -  n  CR  cos  - 


pour  la  surface  du  polygone  régulier  convexe  de  n  côtés. 
62.  Corollaire  II.  -   En  faisant /j—  2,  on  obtient 

S,, ,  =  -  «CR  tane-  cot  —  =  7 .'iCR  (  i  —  tane^  -  )  —  7  n 
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COS 

CR— "- 

cos'  - 
n 
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65.  Surface  H'unpofygone  régulier  en  valeur  du  côté  et  du  rayon  du 
cercle  inscrit.  —  Dans  la  formule  (II),  remplaçons  ruii  des  laclenrs  r 

par  son  équivalent  -  C  cot  —    nous  aurons  aussi 


2 


(VI)  S„,,=  -jirC 


sin  - 
I         _  n 


.    p-         p  —  t 

sin  —  cos  —  —  TT 
Il  n 


64.  Conoi.LAiRE  I.    —   Si  l'on  fait  /?  =  i,  on  aura  la  formule  connue 

pour  la  surface  du  polygone  régulier  cojwexe  de  n  côtés. 

65.  CoHOLLAiiiE  II.  —   En  posant  p  -    2,  on  trouve 

S«  •>  =  >  "/'C  sec-  - 
4  n 

pour  la  surface  des  polygojics  réguliers  de  deuxième  espèce. 

66.  Puisque  nous  avons 

.      -  .      I  pr.         p  —  I      \  .     p-  p —  I  .      » — I  pTx 

SU)  -  =  SUl     ' 7Î     =  SUl  '—  COS  ' —  SUl  ' 7T  COS  —  , 

Il  \  n  n         j  II  n  n  n 


la  formule  (II)  peut  s'écrire 


y^  -          ■    p—i 
1  —        sin  


p-r.                p—\ 
COS COS  


ou 


;VII)  S„„  =  w-  (tang/^'^  -  tang^^i  . 

Or  les  deux  iriaiigles  rectangles  kOi  et  A'O/  {fig.  7)  nous  donnent 
A/  =  /-tang— >     k'i  —  /-tang'^-^^-;:. 
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d'où  nous  tirons 

A  A'  =  /■(lai)g'^  -  tang'-~  -  - 


379 


L'expression  (VII)  devient  ainsi 


S,„^^}ir.AA'  =  n.2Kk'.-^r. 


Mais  H  fois  2  A.A'  ou  n  fois  (AA'  -h  GG')  représente  évidemment  le  pi'ri- 


B'  G 

mètre  apparent  du  polygone  régulier  étoile.  Donc  on  peut  dire  que  : 

La  surface  d'un  polygone  régulier  étoile  a  pour  mesure  le  produit 
de  son  périmètre  apparent  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Celte  proposition  devient  d'aUleurs  évidente  par  l'inspection  directe 
de  la  figure,  puisqu'on  a 

surf.  A A'O  =  AA'.iO/ =  AA'.|r, 

et,  par  suite, 

2/2 surf.  AA'O  ^-  «(AA'  +  GG'){r.' 

G7.  Théorème  I.  —  La  surface  d'un  polygone  régulier,  qui  a  un 
nombre  impair  n  de  côtés  et  qui  est  de  l espèce  la  plus  élevée  — ^-  >  eit 
la  moitié  de  la  surface  du  polygone  régulier  inscrit  dans  le  même 
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cercle,  qui  a  un  nombre  double  2 11  de  côtés  et  qui  est  aussi  de  l'espèce 
la  plus  élevée  n  —  1. 

Si  nous  appelons  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  nos  deux  poly- 
gones réguliers,  la  surface  du  premier  polygone  sera  (n"  48) 


.        7T  «  I 

sin  -  cos 71 

S    „_,— 7iR^ 5 1 

n, n  —  C) 

'  cos  n 

in 

pendant  que  celle  du  second  polygone  régulier  sera 

n          n  —  3 
sin  —  cos TT 

„  -no  2«  7.n 

So„,„_2  =  2nR- —  

cos TT 

277 

Or  ces  deux  expressions  ont  même  dénominateur  cos ::.   Au 

'  in 

numérateur  de  la  première  se  trouve  le  facteur 

«  I  /  1T  TT    \  .  TT 

cos n  =  cos =  SU]  —  I 

2«  \2         2nJ  in 

pendant  que  le  numérateur  de  la  seconde  contient  le  facteur 

/;  —  2  /t         -\  .77 

COS 7r  =  cos ==  sin  -  ■ 

m  \i        n ]  n 

Il  s'ensuit  que  les  deux  fractions  ont  aussi  même  numérateur.  Donc 
on  a 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

68.  Corollaire.  —  Si  l'on  donne  à  n  successivement  les  valeurs  3, 

5,  i5,  17,  ..., 

pour  n  --=  o,     on    aura     =  •?     zn^b,       n  —  2  =  1, 

r  n—  I 

»      fi  =z  b,  ))  =2,     2«=io,     n  —  2  =  0, 


n  —  I 

2 
n  —  I 


»        «=l5,  »  —7»        2«  =  3o,        /i  —  2=:l3, 

=  8,     2«  =  34,    n  — 2=i5, 
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Ainsi  le  triangle  équilatéral  est  la  moitié  de  l'hexagone  régulier  qui 
est  inscrit  dans  le  même  cercle  ;  la  surface  du  pentagone  régulier  étoile 
est  la  moitié  de  la  surftice  du  dodécagone  régulier  étoile  ;  le  polygone 
régulier  de  quinze  côtés  et  de  la  septième  espèce  est  la  moitié  dupolv- 
gone  régulier  de  trente  côtés  et  de  la  treizième  espèce,  etc. 

69.  Théorème  II.  —  La  surface  d'un  polygone  régulier,  qui  a  un 
nombre  pair  -xn  de  côtés  et  qui  est  de  l'espèce  la  plus  élevée  n~  i,  est 
à  la  surface  du  polygone  régulier  inscrit  dans  le  même  cercle,  qui  a  un 
nombre  double  l^n  de  côtés  et  qui  est  aussi  de  l'espèce  la  plus  élevée 
2«  —  I ,  dans  le  rapport  de  cos^  ^  à  cos  —  • 

En  effet,  la  surface  du  polygone  régulier  de  211  côtés,  qui'  est  de 
l'espèce  «  —  i,  a  pour  expression 


.      -          n  —  \  ^ 

sin  —  cos 77  sin  —  sin 

STio  2/2  2/2  ^„  on 


n  —  2 
cos  -— —  57  sin  - 

2/J  „ 

ou 

^•ln,n-^  —  'iR-tang-^' 
"  In 

La  surface  du  polygone  régulier  de  4« côtés  qui  est  de  l'espèce  2n- 1 
a  pour  expression 

77  2/2  I  7^  _ 

*'°  /77,  ^°^     /„      -  sin  7-  sin  ~ 

S,„,,„_,  ==  4«R=  _4^ ^JL^  =  4„R.  _^^n 


2/2  —  2  ^ 

COS  —y 77  sin  — 

4«  2/1 


ou 


S4H,2/!-i  —  2«R^  tang 


On  a  donc 


4/2 


Ç  '3°g  —  COS=  y 

^:n,n— r  2/2  l  £ 


4/2 


^  '^°8  h        '  ~  '^"g'  7-       COS'  -7-  —  sin'  V- 

^'t  4«  4«  4" 

ou 

COS'  ~ 


COS  

2/2 
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70.  Théorème  III.  —   Lorsque  deux  polygones  réguliers.  Van  d'un 

nombre  impair  n  de  côtés  et  de  l'espèce  la  plus  élevée  — —■>  et  Vautre 

d'un  nombre  double  2nde  côtés  et  aussi  de  l'espèce  la  plus  élevée  n    -  2 , 
sont  circonscrits  à  un  même  cercle,  le  rapport  de  leurs  surfaces  est  égal 

à  2COS-  -^• 

En  verlii  de  la  formule  (II)  du  11°  52,  nous  avons 

sin  -                                        sin  - 
S   „_,=   nr^ 7,-=    ni- r- , 

'  cos t:  cos TT  Sin  —  sin  — 

27»  2«  "in        in 

77  .      77 

sin  —  sin  — 

o  2«  ^  in 

S..„  „_o  =  inr- .. -  =  2«/ 5-  ; 


':.n,n- 


nous  en  tirons 


cos T.  cos T.  sm  -  sin 

2  «  m  n         in 


sin^  -  4  sm'  —  cos'  — 

n  2/2         2« 


in  m 


'"'"  '        3  sin'  —  2  sin 


ou 


~   —  2COS--     • 


71,  Proposons  nous,  comme  application,  de  calculer  les  surfaces 
des  polygones  réguliers  étoiles  de  cinq,  huit,  dix,  douze  et  quinze 
côtés. 

72.  Pentagone  régulier  étoile.  —  Nous  poserons  n  =  5,  p  -—  2  dans 
la  formule  (I)  du  n°  48;  elle  nous  donnera 

,       TV  3.77  .       77     .        re 

sin-r;COs-^  sin^rsin  — 

77  .077 

cos  7;  sin  — 

5  lo 

Mais,  puisque 

sin  -"   =  7  (v/5  -  I  ) ,     sin  -"  =  7  (y/5  -+- 1  ) , 
10       4  'o      4 
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il  nous  vient 


d'où  nous  tirons 


sm  —  sin  -   z. 

10              lO 

I 

^4' 

■K 

Sin  • — 

lO 

lO 

L'expression  de  notre  surface  devient  ainsi 


S,  2  =  aoR'sin  -=  sin-  — 


ou 


S,,,=  ^R=\/io-2v^(V5-i)' 

= I R^  v/('o-2v^r(3-v/5r = f  R=  \iw^<w^^W)- 

La  surface  du  pentagone  régulier  étoile  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  R  est  donc 


(0  S,,,  =  |rV5o-22s/5. 

75.    Octogone  régulier  étoile.  —  Puisque  71  =  8,  p  =  3,  il  vient 


et,  comme 


sin^cos-jr-  ^'"  0 

c  QT32  . 8D2  " 

COS  ^  COS  7 

«  4 


T^  \Jl                      .       r,T:                                         T.               1  1/2 

C0S7  =  — ,     2sin- 5  =  i  —  C0S7  = i-! 

4  3              y               4         2 

nous  aurons 

ou 

(2)  S,.,==-4R=(v/2-  .) 

pour  la  surface  de  l'octogone  régulier  éloilé. 
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74.  Décagone  régulier  étoile.    —    En  posant   7^— -lo,  p  ~  3   dans 
notre  formule,  nous  obtenons 


.         77  377  .         77       .       ^ 

sin       cos  —  sin  —  sin  ^ 

10  10  „  „  TO  5 


i„3  =  ioR- =  loR-  ^ 

77  .       377 

COS  -  sin  — 

5  lo 

Cette  surface  est  donc  double  de  celle  (n°  7i)  du  pentagone  régulier 

étoile  qui  est  inscrit  dans  le  même  cercle,  ce  que  nous  savions  d'ail- 
leurs (n°  67).  Nous  avons  ainsi 


(3)  S,„,3  =  ^R-V5o  -  22v^. 

75.  Dodécagone  régulier  étoile.  —  Nous  avons,  dans  ce  cas,  «  =  12, 
p  =  5;  il  nous  vient,  par  suite, 

.         77  577  .77 

Sin  —  cos  —  sin^  — 

S , ,  ,  =  r  2  R- 7 =  1 2  R- 

^477 


Mais 


cos  —  sm  7: 

12  0 


77  I  77  77  7"  2    v3 

sin  7.  =  -  î      2  sin-  —  —  i  —  cos  7.  =  i  —  sin  ;^  = 

02  12  D  02 


Donc  nous  avons 

(4)  S„,,  =  6R^(2-v3). 

76.  Pentédécagone  régulier  convexe.   —  En  faisant  n=  i5,  p  =  i 
dans  la  formule  (I),  elle  nous  donnera 

S,5  .  =  i5R-sin^cos-^  =  —  R-sin^  =  ~  RC,-, .,. 

10  13  2  i5  4 

Si  nous  remplaçons  Cu^  par  son  expression  (III)  du  n°  45,  nous 
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trouverons  que  la  surface  du  pentédécagone  régulier  convexe  est 

(5)  s,3,.  =  -^R^(vT5  +  V3  -  \/io  -  2V5). 

77.   Pentédécagone  régulier  étoile  de  deuxième  espèce.  —  Posons 
7i  =  i5,  p  =  2  dans  (I);  il  nous  vient 

s>°7^cos^  sin^sin^        ,^      f      C 


IvJTT  2  "30,13 

cos  -=  sin  — — 

i5  6o 

Il  suffira  de  substituer  à  C,5  ,,  Cao,,  et  C3„,i3  leurs  valeurs  obtenues 
aux  n"*  45  et  44  pour  avoir  l'expression  numérique  de  8,5,2. 

On  procédera  de  la  même  manière  pour  déterminer  les  surfaces  des 
deux  autres  polygones  réguliers  étoiles  de  quinze  côtés. 

78.  Notre  formule  (I)  nous  permet  aussi  de  calculer  la  surjace  des 
polygones  réguliers  étoiles  à  périmètre  composé. 

Ainsi  supposons  que,  de  deux  carrés  qui  coïncident,  l'un  ait  tourné 
d'un  huitième  de  circonférence  autour  du  centre  commun.  Il  en  résul- 
tera un  octogone  étoile  de  deuxième  espèce,  dont  la  surface  sera 

sin-cos-5-  sin^sin-^ 

S, ,  =  SR^'  ~ -^  =  8  R^  -^— i 

cos  g  '    *^°^  g 

7T  .         77  TT 

ou,  puisque  sui  v  =  asui  ^  cos  7.5 

85,2  =  16K-  t^in-g- 


Ou  a 


donc  il  vient 


.       o  TT  TT  2  1/2 

2  SUT  r,  =  I  —  cos  -,  = 


8  4  2 
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La  surface  du  carré  inscrit  clans  le  niêaie  cercle  étant  2R-,  la  somme 
des  quatre  triangles  extérieurs  sera  égale  à 


ou  a 


4R"-(2-v'2)  -  2R-  =  2R=(3"    2V2)=2l\  =  (v'2-   l] 
2(Rv'2--R)'. 
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SUPPLEMENT 

AU 

TOME  VI  —  ANNÉE  1880 

(TROISIÈME  SÉRIE). 


MMOIRE  SUR  L'EJIPLOI  DE  L'ÉP.USSEIR 

DANS   LA 

THÉORIE  DES  SURFACES  ÉLASTIQUES; 

VxR  W-'^  SOPHIE  GERMAIN. 


AVERTISSEMENT. 


m"''  Sophie  Germain,  clans  ses  Remarques  sur  la  nature,  les  bornes  et 
l' étendue  de  la  question  des  surfaces  élastiques,  publiées  cii  1826,  a  écrit 
cette  Note  (')  : 

<(  Ou  n'était  pas  d'accord  sur  l'exposant  qui  doit  être  attribué  à  l'épaisseur. 
J'avais  montré  (p.  i3,  n"  8,  de  mes  Recherches  sur  la  théorie  des  surfaces 
élastiques)  (-)  que  l'on  doit  prendre  la  puissance  quatrième.  L'extrême  diver- 
sité d'opinions  qui  régnait  encore  à  cet  égard,  parmi  les  géomètres,  m'a 
engagée  depuis  à  soumettre  ce  résultat  à  un  nouvel  examen.  Après  avoir 
discuté  tout  ce  cjui  a  été  publié  sur  ce  sujet,  j'ai  établi  que,  dans  le  cas  oii 
l'épaisseur  est  uniforme,  l'expérience  conflrme  le  choix  de  la  quatrième 
puissance,  mais  seulement  en  fournissant  les  mêmes  mesures  que  la  théorie 
relativement  à  l'infUience  d'un  changement  donné  d'épaisseur.  Cherchant 
ensuite,  à  l'aide  du  calcul,  quelle  puissance  il  conviendrait  d'adopter  si 
l'épaisseur  n'était  pas  également  répartie- entre  tous  les  points  de  la  plaque 
élastique,  j'ai  été  conduite  à  cette  singulière  conclusion,  que  tout  autre  expo- 
sant mettrait  la  théorie  et  l'expérience  dans  une  telle  contradiction,  que  la 
théorie  annoncerait  l'impossibilité  des  phénomènes  que  l'expérience  rend 
sensibles  et  mesurables;  en  sorte  cjue  le  choix  de  l'exposant  n'intéresserait 

(')  Remarques  sur  la  nature,  les  bornes  et  l'étendue  de  la  question  des  surfaces  élas- 
tiques, et  équation  générale  de  ces  surfaces  ;  par  M"''  Sophie  Germain.  Paris,  impr.  de 
Hiizard-Courcier,  1826;  in-4°.  Note  delà  page  5. 

(-)  Recherclies  sur  la  théorie  des  surfaces  élastiques;  par  M"*  Sophie  Germain. 
Paris,  M»"=  V"  Courcier,  1821  ;  in-4°. 
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plus   alors  seulement  la  quantité,   mais  l'existence  même   des   faits    acous- 
tiques. 

»  Les  recherches  dont  je  fais  mention  ici  ont  été  rassemblées  dans  un 
Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  il  y  a  environ  deux  ans,  et  dont 
MM.  de  Prony  et  Poisson,  nommés  commissaires,  n'ont  pas  encore  fait  le 
Rapport.  Je  publierai  ce  Mémoire  lorsque  l'examen  successif  de  tout  ce  qui 
concerne  la  théorie  des  surfaces  élastiques  en  amènera  l'occasion.  » 

C'est  le  Mémoire  mentionné  dans  cette  Note  que  nous  publions 
aujourd'liui 

Sophie  Germain  avait  confié  ce  Mémoire,  pour  qu'il  fût  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences,  à  Fourier,  qui  avait  pour  elle  la  plus  haute 
estime  et  la  plus  grande  amitié.  Peu  après,  P'ourier  lui  écrivit,  à  ce 
sujet,  la  Lettre  suivante  : 

«  Mademoiselle, 

»  Je  regrette  extrêmement  de  n'avoir  pu  répondre  aussi  promptement  que 
je  l'aurais  désiré  au  sujet  du  Méuioire  de  Mathématique  que  vous  nous  avez 
envoyé.  Je  me  suis  acquitté  fidèlement  de  la  commission  que  vous  m'aviez 
donnée  en  m' adressant  cette  pièce.  M.  Cuvier  était  chargé  lundi  dernier  de 
la  lecture  de  la  correspondance.  Je  l'ai  prié  de  présenter  votre  Mémoire  et 
j'en  ai  indiqué  l'objet.  Après  la  lecture,  ou  a  nommé  MM.  Laplace,  Prony  et 
Poisson  commissaires.  J'insisterai  autant  qu'il  sera  nécessaire  pour  qu'ils 
fassent  le  Piapport  que  vous  désirez.  Si  M.  Poisson  a  le  dessein  de  montrer 
quelque  opposition  au  résultat  de  vos  recherches,  il  ne  pourra  s'empêcher  de 
céder  à  l'autorité  de  l'expérience  que  personne  ne  sait  mieux  consulter  que 
vous.  Autant  que  j'ai  pu  prendre  connaissance  de  la  discussion  dont  vous 
vous  êtes  occupée,  il  m'a  paru  que  vous  mettez  dans  tout  son  jour  l'insufli- 
sance  de  1  hypothèse  théorique  dont  il  a  voulu  déduire  l'équation  du  qua- 
trième ordre,  que  vous  avez  trouvée.  Je  n'aurais  pu  concourir  moi-même  à 
l'examen  et  au  Rapport  de  ce  Mémoire  sans  me  détourner  des  occupations 
instantes  dont  je  me  trouve  chargé.  Toutes  les  personnes  présentes  à  la 
séance  ont  entendu  avec  le  plus  grand  intérêt  l'annonce  de  votre  Mémoire. 
Ladifliciillé  du  sujet,  la  célébrité  des  auteurs  qui  l'ont  traité  et  votre  nom  ne 
pouvaient  manquer  d'exciter  l'attention.  Nous  nous  en  sommes  entretenus 
avec  plusieurs  personnes  à  l'Académie  et  chez  M.  de  Laplace.  Je  vous 
remercie,  Mademoiselle,  des  nouvelles  marques  d'intérêt  que  vous  me  donnez 
en  vous  occupant  de  ma  santé  et  do  mes  travaux.  C'est  une  obligation  fâcheuse 
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que  celle   des  discours  publics,  et  les  personnes  dont  j'estime  le  plus  les 
suffrages  sont  celles  que  je  crains  le  plus  d'avoir  pour  auditeurs. 

»  J'aurais  préféré  de  vous  rendre  compte  de  vive  voix  au  sujet  de  la  présen- 
tation de  votre  Mémoire,  et  je  profiterai  d'une  autre  occasion  pour  vous  en 
parler.  Je  suis  présentement  retenu  par  des  occupations  beaucoup  moins 
agréal)les. 

»  Agréez,  Mademoiselle,  avec  l'bommage  de  mes  remerciments ,  celui  de 
mon  respect. 

»   J*"  FouniER. 

Vendredi  matin  [12  mars  1824]. 

»  P. -S.  —  Le  procès-verbal  que  j'ai  rédigé  contient  la  mention  de  la  lec- 
ture de  votre  Mémoire,  et  la  lettre,  par  laquelle  je  vous  informe  des  noms  des 
commissaires,  ne  vous  est  point  encore  parvenue,  parce  qu'on  n'a  coutume  de 
les  expédier  qu'après  que  le  procès-verbal  a  été  lu  et  adopté  (  '  ).  » 


J 


h 


('  )  L'original  de  cette  Lettie  se  trouve  à  la  Bibliothèque  nationale,  dans  le  Manuscrit 
français  9118  [voir  p.  202  du  Tome  II  de  Vl,we/itmre  général  et  méthodique  des 
Manuscrits  français  de  la  Bibliothèque  nationale,  par  Lc'npold  Delisle,  Paris,  H.  Cham- 
pion, 1876-1878;  2  vol.  in-8°).  Elle  a  été  publiée  par  M.  H.  Stupuy  dans  l'Ouvrage 
intitulé  OEuvres  philosophiques  de  Sophie  Germain,  suivies  de  pensées  et  de  Lettres 
inédites,  et  précédées  d'une  Notice  sur  sa  vie  et  ses  œuvres.  Paris,  Paul  Ritti,  1879; 
in- 18. 

La  Lettre  de  Fourier  porte  seulement  l'indication  vendredi  matin;  mais  sa  date  est 
aisément  précisée  par  le  simple  rapprochement  des  faits  qu'elle  concerne. 

Voici  la  Lettre  dont  il  est  question  dans  ce  P. -S.;  au  lieu  de  Lundi  8  mars,  elle 
indique,  par  erreur,  Lundi  g  mars. 

INSTITUT    DE    FRANCE.     —    ACADÉ.AIIE    ROYALE    DES    SCIENCES. 

Paris,  le  i5  mars  iSs^- 
Le  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  à  Mademoiselle  Sophie  Germain. 
"   Mademoiselle, 

..  L'Académie  a  reçu  l'Ouvrage  que  vous  avez  bien  voulu  lui  adresser  et  qui  est  inti- 
tulé :  Mémoire  sur  l'emploi  de  l'épaisseur  dans  la  théorie  des  surfaces  élastiques.  J'ai 
l'honneur  de  vous  prévenir  que  ce  Mémoire  a  été  lu  dans  la  séance  du  lundi  9  mars,  et 
qu'il  a  et.'  renvoyé  à  l'examen  d'une  Connnissicm  composée  de  MM.  de  Laplace,  de 
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La  séance  dont  parle  Fourier  est  celle  du  8  mars  1 824  ;  on  lit  dans 
le  procès-verbal  : 

«  M"°  Sophie  Germain,  auteur  de  recherclies  analytiques  et  expérimentales 
sur  les  vibrations  des  surfaces  sonores,  adresse  un  Mémoire  manuscrit  concer- 
nant les  efl'ets  dus  à  l'épaisseur  plus  ou  moins  grande  des  plaques  élastiques. 

»  L'examen  de  cet  Ouvrage  est  renvoyé  à  une  Commission  composée  de 
MM.  de  Laplace,  de  Prony  et  Poisson.  » 

Puis,  dans  la  séance  du  22  mars  suivant,  M.  de  Lacépède  est  désigné 
pour  faire  partie  de  cette  Commission. 

Aux  Archives  de  l'Institut,  il  ne  se  trouve  d'ailleurs  aucune  trace  de 
ce  Mémoire  (  '  ) . 

M.  Lefort,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,  nous  ayant 
obligeamment  signalé  les  papiers  de  Prony  comme  étant  conservés  à 
l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  M.  Léon  Lalanne,  directeur  de  l'École, 
voulut  bien  nous  autoriser,  de  la  manière  la  plus  libérale,  à  examiner 
cette  précieuse  collection  (  -  ) . 


Prony  et  Poisson.  Je  m'empresserai  de  mettre  à  votre  disposition  le  Rapport  que  l'Aca- 
démie aura  adopté. 

»  Agréez,  Mademoiselle,  l'expression  de  mon  respect. 

»   B""  Fourier.   « 
(Bibl.  nationale,  Mss.  fr.  9118.) 

(')  Qu'il  nous  soit  permis  d'adresser  ici  nos  remercîments  à  M.  Ludovic  Lalanne, 
le  très  aimable  et  très  érudit  bibliothécaire  de  l'Institut,  qui  nous  a  mis  sur  la  voie  de 
ces  recherches;  elles  ont  été  faites  aux  archives  de  l'Institut  par  M.  E.  Maindron, 
avec  la  plus  entière  com])laisance, 

(^)  Les  papiers  de  Prony,  ainsi  que  la  majeure  partie  de  ses  Livres,  ont  été  donnés, 
en  1839,  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  par  M""-'  de  Corancez,  sa  nièce.  Ils  ont  été 
classés  dans  un  ordre  parfait  par  les  soins  de  IM.  Schwebelé,  l'habile  bibliothécaire  de 
l'École. 

La  bibliothèque  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées  est  remarquable  par  le  nombre  et 
l'importance  de  ses  Ouvrages  scientifiques  et  techniques,  parmi  lesquels  on  peut  citer 
une  collection  rare  des  œuvres  des  hydrauliciens  italiens,  formée  par  Prony  pendant  ses 
missions  en  Italie.  Cette  belle  bibliothèque  doit  à  la  sollicitude  de  l'éminent  directeur 
de  l'École  d'avoir  été  considérablement  enrichie,  surtout  par  l'acquisition  des  princi- 
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Nous  y  avons  retrouvé  le  Mémoire  de  Sophie  Germain,  que  Prony 
avait  conservé.  C'est  un  manuscrit  autographe,  de  Sa  pages  in-foHo, 
intitulé  Mémoire  sur  l'emploi  de  l'épaisseur  clans  la  théorie  des  surfaces 
élastiques.  Le  nom  de  l'auteur  n'y  figure  pas;  sur  la  couvertin-c  sont 
inscrits  les  noms  de  MM.  de  La|jlace,  de  Prony  et  Poisson,  et,  au-des- 
sous, la  date  du  8  mars  i  Sa/j.  En  regard  de  son  nom,  Poisson  a  écrit, 
au  crayon,  le  mot  Vu  ('). 

Les  géomètres  accueilleront  certainement  avec  intérêt  cette  oeuvre  de 
Sophie   Germain;  par  cette  puhlication  (-),  qui  vient   compléter  la 

pales  publications  scientifiques  faites   :"i   l'étranger.  Le   Cataloy;ue,  très  soigneusement 
rédige,  des  Livres  composant  la  bibliothèque  de  l'Ecole  des  Ponts  cl  Chaussées  a  été 
publié  en  1872  (Paris,  Imprimerie  nationale,  i  vol.  in-S"). 
(')  Manuscrit  715  du  fonds  Prony. 

Le  même  fonds  contient,  en  outre,  les  Ouvrages  suivants  de  Sophie  Germain  : 
1°  Un  exemplaire  des  Recherches  sur  la  théorie  des  surfaces  élastiques,  avec  des 
annotations  de  la  main  de  Prony  (p.  5  et  7).  A  cet  exemplaire  sont  jointes  deux  Notes 
autographes  de  Sophie  Germain  :  l'une,  de  2  ])ages  in-folio,  intitulée  Équations  de  la 
surface  cyiiiidriciue  vibrante  et  de  l'anneau  circidaire  [\).  i g),  concerne  le  §  III  des 
Recherches  ;  l'autre,  de  3  pages  in-folio,  et  simplement  intitulée  Note,  combat  l'hypo- 
thèse des  forces  répulsives  formulée  par  Poisson  dans  son  Mémoire  sur  les  surfaces 
élastiques  [Mémoires  de  l'Institut,  année  18 12,  IP  Partie,  p.  1G7),  C'est  à  ces  écrits 
que  se  rapporte  vraisemblablement  le  passage  suivant  d'une  Lettre  de  Fourier  à 
Sophie  Germain  : 

n  J'ai  l'honneur  de  présenter  mes  respects  à  M""  Germain,  en  lui  transmettant  une 
Note  qui  m'a  été  remise  par  M.  de  Prony.  Je  ne  connais  point  l'objet  des  remarques 
contenues  dans  cette  Note.  Peut-être  donneront-elles  lieu  à  quelques  éclaircissements 
que  M"'  Germain  désirera  faire  parvenir  à  M.  de  Prony.  C'est  dans  cette  vue  que  je 
les  lui  adresse...  » 

[Bibl.  nationale,  Mss.  nouv.  4073  (Libri).  —  Ch.  Henry, 
Rev.  pliil.  de  Th.  Ribol,  déc.   1879.] 

2°  Un  exemplaii'C  des  Remarques  sur  la  nature,  les  bornes  et  l'étendue  de  la  ques- 
tion des  surfaces  élastiques. 

3"  Un  exemplaire  du  Mémoire  sur  la  courbure  des  surfaces,  par  1M"°  Sophie  Ger- 
main (extrait  du  Journal  de  Crelle,  Band  7,  Heft  \].  Berlin,  i83o;  in-4". 

Chacun  de  ces  trois  exemplaires  porte  l'envoi  autogra|)he  :  «  A  M.  de  Prony,  de  la 
part  de  l'auteur.   » 

(^  )  Nous  avons  cru  devoir  accompagner  le  Mémoire  de  Sophie  Germain  de  quelques 
notes  et  d'indications  bibliographiques. 

S   2 
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série  de  ses  mémorables  travaux  sur  les  vibrations  des  corps  sonores, 
nous  avons  voulu  contribuer  à  honorer  la  mémoire  de  «  cette  personne 
aussi  modeste  qu'éminente  »  (')  queProny  a  surnommée  l'Hypatia  du 
xix'=  siècle  ("). 

George  de  Couucel. 

P.  S.  —  Au  moment  de  faire  paraître  ce  Me'moire  de  So|)hie  Germain,  nous  appre- 
nons que  M.  Varroy,  Ministre  des  Travaux  publics,  vient  d'ordonner  la  remise  du  ma- 
nuscrit original  aux  Archives  de  l'Institut. 

G.  G. 

(Juillet  1880). 


(')  J'oir  le  savant  et  consciencieux  Historique  abrégé  des  recherches  sur  la  résistance 
et  sur  l'élasticité  des  corps  solides,  ])lacé  par  M.  de  Saint-Venant  en  tête  de  sa  belle 
édition  du  Résumé  des  Leçons  données  h  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  sur  l'applica- 
tion de  la  Mécanique,  par  Kaviek,  Paris,  Dunod,  i864;  in-8". 

^)  /'o//  l'article  consacré  à  M""=  Sophie  Germain  dans  le  ïtnne  V  (Supplément)  de 
la  Biographie  universelle  et  portative  des  contemporains.  Paiis,  i834;  iu-8". 


MÉMOIRE  SUR  L'EMPLOI  DE  L'ÉPAISSEUR 


THÉORIE  DES  SURFACES  ÉLASTIQUES, 


Par  M"^  SOPHIE  GERMAIN. 


L'influence  de  l'étendue  plus  on  moins  grande  des  surfaces  élas- 
tiques est  parfaitement  déterminée;  mais  les  opinions  se  partagent  à 
l'égai'd  des  effets  produits  par  les  différences  de  leur  épaisseur.  Si  on 
se  borne,  comme  on  l'a  fait  jusqu'à  présent,  à  considérer  le  cas  oii 
l'épaisseur  est  supposée  constante,  il  s'agit  de  savoir  quelle  puissance 
de  cette  dimension  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  certain  coeffi- 
cient, dont  un  autre  facteur  dépend  de  l'élasticité  naturelle  des  surfaces. 
La  marche  du  calcul  n'exige  p;is  absolument  alors  qu'on  connaisse 
la  valeur  propre  de  chacun  des  facteurs,et  c'est  probablement  à  la  faci- 
lité d'éluder  leur  séparation  qu'il  faut  attribuer  le  peu  d'importance 
que  les  géomètres  semblent  avoir  mis  à  établir  quel  exposant  il  con- 
vient de  donner  à  l'épaisseur.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  théorie  des  sur- 
faces élastiques  renferme  essentiellement  celle  des  effets  dus  à  leur 
épaisseur;  et  la  connaissance  de  ces  effets  devient  même  indispensable 
lorsqu'on  cesse  de  supposer  l'épaisseur  égale  dans  tous  les  points  de  la 
surface 

Je  me  propose  aujourd'hui  d'examiner  et  de  résoudre  cette  question. 

Après  avoir  présenté  quelques  considérations  générales  sin-l'emploide 
l'épaisseur,  discuté  l'opinion  des  auteurs  et  rappelé  les  idées  théoriques 
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que  j'ai  déjà  publiées,  idées  qui  m'ont  conduite  au  choix  d'un  expo- 
sant différent  de  ceux  qui  avaient  été  adoptés,  je  prouverai  que,  par 
rapport  au  cas  où  l'épaisseur  est  supposée  constante,  mon  exposant 
foin'nit  la  juste  mesure  des  phénomènes. 

Envisageant  ensuite  la  question  sous  un  point  de  vue  plus  étendu,  je 
chercherai,  dans  la  supposition  d'une  épaisseur  variable,  quel  doit  êti-e 
l'exposant  de  cette  dimension,  non  plus  seulement  pour  que  les  for- 
mules représentent,  dans  leur  quantité,  les  effets  dus  aux  changements 
possibles  de  la  dimension,  mais  encore  pour  que  la  nature  même  de 
ces  effets  puisse  être  exprimée  par  l'analyse.  J'arriverai  enfin  à  ce 
résultat,  que  le  cas  d'une  épaisseur  constante  est  le  seul  où  l'incon- 
vénient d'un  choix  différent  se  réduise  à  induire  en  erreur  sur  la 
mesure  des  phénomènes;  mais  que  dans  le  cas  plus  général  où  on 
supposerait  l'épaisseur  variant  en  raison  des  distances  de  chacun  des 
points  de  la  surface  aux  extrémités,  alors  l'emploi  de  tout  autre  expo- 
sant mettrait  la  théorie  dans  une  telle  contradiction,  que  la  première 
exprimerait  l'impossibilité  des  phénomènes  observés. 


1 .  Lorsqu'on  suppose  l'épaisseur  constante,  son  introduction  dans  ■ 
le  calcul  n'entraîne  aucune  difficulté  de  plus,  par  rapport  aux  surfaces 
élastiques,  que  par  rapport  aux  simples  lames;  rien  n'empêche  donc 
de  choisir  ici  le  cas  linéaire  pour  exemple;  il  en  résultera  même  ce 
double  avantage,  d'éviter  la  complication  des  formules  et  d'avoir  sous 
les  yeux  l'objet  direct  des  Mémoires  qui  ont  précédé  ces  derniers  temps. 

Le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation  différentielle  de  la 
lame  élastique  est  une  quantité  constante;  sa  valeur  dépend  nécessai- 
rement du  choix  de  la  matière  dont  se  composent  les  pièces  auxquelles 
on  l'applique. 

On  a  coutume  de  prendre  une  des  extrémités  pour  origine;  l'or- 
donnée X  représente  alors  la  distance  à  cette  extrémité.  L'intégrale, 
quelle  que  soit  sa  forme,  donne  les  valeurs  de  z  pour  chacun  des  points 
de  la  lame;  ces  valeurs  sont  exprimées  par  une  fonction  de  x.  L  étant 
la  longueur  totale  de  la  laine,  les  valeurs  absolues  de  x,  et  par  consé- 
quent aussi  les  valeurs  de  s,  dépendent  évidemment  de  celles  de  L, 
dont  les  premières  sont  de  simples  fr,ictions;  il  s'ensuit  que  dans  la 
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fonction  qui  exprime  les  valeurs  de  z  on  doit  écrire  -  .  Il  n'est  pas 

moins  évident  que  les  mêmes  valeurs  de  z  dépendent  aussi  de  l'épais- 
seur e  qu'on  attribue  à  la  lame  élastique;  tétant  un  nombre  positif 

quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  on  peut  donc  écrire  -r^  dans  l'in- 
tégrale. 

Eu  supposant  toujours  l'épaisseur  constante,  la  fonction  quatrième 
de  l'intégrale,  prise  par  rapport  à  x  et  divisée  par  dx',  se  trouve  mul- 
tipliée par  e'';  il  devient  indifférent  alors  d'écrire  —  ou  -  dans  l'inté- 
grale, pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  coefficient  constant  du 
terme  --^  ait  la  puissance  (4^)'""'"  de  l'épaisseur  pour  facteur;  ce  fac- 
teur se  trouvant  ainsi  confondu  avec  celui  qui  dépend  de  l'élasticité 
naturelle  de  la  lame,  le  coefficient  constant  en  exprime  l'élasticité 
absolue.  La  question  a  toujours  été  présentée  sous  ce  dernier  point  de 
vue. 

Euler  a  tenté  plusieurs  fois  de  déterminer  la  valeiu'  de  l'élasticité 
absolue.  On  trouve  à  la  fin  du  Traité  de  maximis  nnnimisve  (')  un 
Chapitre  consacré  à  la  recherche  de  la  courbe,  élastique  (^).  L'auteur, 
après  avoir  parlé  dans  un  paragraphe  précédent  de  la  force  des 
colonnes,  cherche,  dans  le  §  40,  quels  sont  les  facteurs  qui  doivent  com- 
poser la  valeur  de  l'élasticité  absolue  de  la  lame  élastique.  Le  premier 
dépend  du  choix  de  la  matière,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de 
l'élasticité  naturelle  de  la  pièce;  le  second  est  comme  sa  largeur,  et 
le  troisième  est  le  carré  de  son  épaisseur. 

On  a  lieu  de  s'étonner  de  ce  que  cet  illustre  auteur  a  cru  devoir 
faire  entrer  ici  la  largeur  de  la  lame  en  considération;  peut-être 
expliquera-t-on  cette  singularité  en  pensant  que,  dans  une  matière 
encore  nouvelle,  on  n'avait  pas  suffisamment  distingué  le  cas  des 
colonnes  de  celui  des  simples  lames. 


(')  Methodus  inveniendi  lineas  eu/vas  maximi  mlnimive  proprietate  gaudentes, 
sh'e solulio problematis  isoperimetricl  latissimo  sensu accepli.  Auctoie  Leonhardo  Eulero. 
Lausanne  et  Genevœ,  MDCCXLIV;  in-4''. 

(^)  Additamentum  I :  De  ciirns  elasCicis,  p.  243  Je  l'Ouvrage  pre'cité. 
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Dans  le  Mémoire  sur  la  force  des  colonnes  (Berlin,  1757)  ('),  Euler 
paraît  être  fort  indécis  à  l'égard  du  choix  de  la  puissance  de  l'épais- 
seur qu'il  confient  de  faire  entrer  dans  l'expression  du  moment  de 
roideur;  car  il  termine  ainsi  le  §  V  consacré  à  cette  recherche  : 

«  Pour  celle-ci  la  largeur)  il  est  assez  évident  que  ce  moment  (de  la  roi- 
deur) lui  est  proportionnel;  mais  pour  l'épaisseur,  puisqu'elle  s'oppose  davan- 
tage à  l'inflexion,  il  semble  cjue  le  moment  de  la  roideur  en  suive  la  raison 
doublée  ou  même  triplée;  d'où  l'on  pourrait  conclure  que,  si  la  colonne  est 
un  cylindre,  son  moment  de  roideur  sera  proportionnel  au  cube  ou  peut- 
être  au  carré-carré  du  diamètre  de  la  base.  » 

Plus  loin,  §  LUI  du  même  Mémoire,  on  lit  le  passage  suivant  : 

<(....  la  matière  étant  la  même,  tant  la  théorie  que  quelques  expériences 
faites  sur  la  loideur  des  corps,  nous  assurent  que  le  moment  de  la  roideur  en 
chaque  endroit  est  assez  exactement  proportionnel  au  carré-carré  du  dia- 
mètre de  l'épaisseur,  ou  au  carré  de  la  section  faite  au  même  endroit.  i> 

La  force  des  colonnes  n'est  pas  l'objet  direct  des  recherches  que  je 
me  suis  proposées;  cependant  je  ne  puis  me  dispenser  de  faire  remar- 
cpier  qu'il  faut  distinguer  deux  cas  essentiellement  différents,  selon  que 
la  colonne  est  dans  une  position  verticale  ou  horizontale.  Par  rapport 
au  premier,  l'effort  est  égal  suivant  la  direction  de  chacun  des  diamètres; 
il  n'v  a  donc  aucune  raison  de  croire  que  l'épaisseur  s'oppose  plus  à 
l'inflexion  que  la  largeur.  Le  second  est  le  seul  qui  présente  de  l'ana- 
logie avec  la  cpiestion  des  lames  élastiqties;  mais,  si  l'on  admet,  t  étant 
un  nombre  quelconque,  qtie  le  moment  de  la  roideur  soit  proportionnel 
à  la  puissance  i"''""  du  diamètre,  je  ne  vois  pas  comment  on  en  con- 
clurait que  le  même  moment  doive  être  proportionnel  à  la  puissance 
[t —  i)i™e  jjg  l'épaisseur  proprement  dite.  En  effet,  puisqu'il  s'agit  ici 
d'un  cylindre  dont  un  des  diamètres  représente  la  largeur,  tandis  que 
le  diamètre  perpendiculaire  au  premier  est  pris  pour  l'épaisseur,  on  voit 
que  les  différentes  parties  de  la  largetu'  correspondent  à  des  épaisseurs 

(')  Sur  la  force  des  colonnes,  par  M.  Eiiler,  ]).  i^t.  de  \' Histoire  de  l' Académie 
royale  des  Sciences  et  Belles- Lettres,  année  MDCCLVII.  Berlin,  1759;  in-4°. 
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différentes.  Les  tranches  d'égale  largeur  dans  lesquelles  on  peut  con- 
cevoir que  la  colonne  soit  divisée  ne  peuvent  donc  être  douées  de 
forces  égales;  cependant  cette  condition  semble  nécessaire  pour  que, 
en  regardant  la  force  due  à  l'épaisseur  conuue  proportionnelle  à  la 
puissance  (/  —  i)"'"''  du  diamètre,  la  force  totale  de  la  colonne  soit  pro- 
portionnelle à  la  puissance  /"^'""^  du  même  diamètre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  seule  conclusion  qu'on  puisse  tirer  des  passages 
que  je  viens  de  rapporter  est  que  l'auteur  n'était  pas  encore  parvenu 
à  fixer  son  opinion  sur  la  question  qui  nous  occupe. 

En  suivant  l'ordre  des  dates,  j'ai  consulté  le  Mémoire  de  Lagrange 
sur  les  ressorts  plies  (Berlin,  1769)  (  '  ).  L'auteur  emploie  le  coefficient 
dépendant  de  l'élasticité  absolue  de  la  lame,  sans  s'arrêter  à  l'examen 
des  facteurs  qui  le  composent  [voir  §  II)  ;  plus  loin,  §  VI,  il  renvoie,  à 
la  vérité,  au  Mémoire  d'Euler  dont  nous  venons  de  parler;  mais  cette 
citation  est  entièrement  étrangère  à  la  question  des  facteurs  qui  entrent 
dans  la  valeur  de  l'élasticité  absolue. 

La  Mécanique  analytique  (-)  ne  contient  non  plus  aucune  détermi- 
nation à  cet  égard. 

Euler  est  encore  revenu  sur  le  même  sujet  dans  le  beau  Mémoire 
où  il  examine  les  différents  cas  de  vibration  dont  la  lame  élastique  est 
susceptible  [Acla.  P.  1 77g)  (').  On  peut  voir  (p.  107,  §  IV)  que  l'auteur 
y  regarde  l'élasticité  de  la  lame  comme  proportionnelle  au  carré  de 
son  épaisseur.  Par  une  singularité  remarquable,  cette  dimension  y  est 
représentée,  comme  dans  la  suite  du  Mémoire,  par  la  double  lettre  ce. 
Si  l'on  rapproche  cette  notation  de  l'expression  carré-carré  du  diamètre 
de  l' épaisseur,  employée  par  le  même  auteur  dans  un  des  passages 
qu'on  vient  de  lire,  on  sera  porté  à  croire  que  le  mot  épaisseur  n'a 
pas  toujours  désigné,  dans  ses  recherches,  une  quantité  linéaire. 

On  trouve,  dans  le  Recueil  des  Mémoires  de  la  Société  italienne  pour 

(  ')  Sur  la  force  des  ressorts  plies,  par  M.  de  la  Grange,  p.  16'j  de  V Histoire  de  T  Aca- 
démie royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres,  année  MDCCLXIX.  Berlin,  1771;  in-4°. 

(-)  Mécanique  analytique,  par  J.-L.  Lagrange.  Nouvelle  édition,  revue  et  augmentée 
par  l'auteur.  Paris,  M""»  V'^  Courcier,  i8n-i8i5;  2  vol.  in-4°. 

(  ^  )  Investigatio  motuum,  quibus  larninœ  et  virgœ  elasticœ  coutremiscunt,  auctore 
L.  Eulero,  p.  io3  de  Acta  Acadeniiœ  Scicntiarunt  impcrialis  Petropolilanœ  pro  anno 
MDCCLXXIX.  Pars  prior,  Petropoli,  1782;  in-4°. 
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l'annt-e  i  78a,  un  niémolro  de  Giordano  Ricati,  intitulé  Délie  vibrazioni 
sonore  dei  cihndri  (')  ;  l'auteur,  en  comparant  entre  eux  deux  cylindres 
différents,  établit  la  proportion  directe  de  leur  longueur  et  inverse  de 
leur  rigidité  naturelle  multipliée  par  le  carré  de  leur  diamètre.  Ce 
Mémoire  semble  avoir  été  inspiré  par  la  lecture  de  celui  d'Euler,  dont 
il  développe  tontes  les  conséquences  avec  une  exactitude  scrupuleuse; 
cependant  la  proportion  dont  on  vient  de  parler  ne  serait  pas  d'accord 
avec  le  sens  d'Euler  si  on  regardait  l'épaisseur  ce  comme  ime  quan- 
tité linéaire. 

M.  Chladni,  dans  son  Traité  d'Acoustique  {*)  (p.  99,  §75)  a  cru  se 
conformer  au  véritable  sens  d'Euler  en  adoptant,  pour  les  formules  qui 
expriment  les  sons,  les  conséquences  de  la  stipposition  delà  proportion- 
nalité de  l'élasticité  absolue  au  carré  de  l'épaisseur  de  la  lame  élastique. 

J'avais  d'abord  admis  moi-même  cette  supposition  ;  elle  m'avait  paru 
conforme  à  l'opinion  d'Euler,  et  je  pensais  alors  que  l'assentiment 
général  l'avait  confirmée. 

Dans  le  §  22  de  son  Mémoire  sur  les  surfaces  élastiques  ('),  M.  Pois- 
son a  soin  de  remarquer  que  le  coefficient  n",  qui  n'est  autre  chose 
que  la  quantité  nommée  précédemment  élasticité  absolue,  est  propor- 
tionnelle à  l'épaisseur  de  la  surface.  Une  telle  détermination  de  l'ex- 
posant dont  il  est  question  résulte  en  effet  des  suppositions  admises 
par  cet  habile  géomètre. 

Dans  la  suite,  lorsque  j'ai  cherché  à  démontrer  l'hypothèse  qui, 
pour  la  première  fois,  a  conduit  à  trouver  l'équation  des  surfaces  élas- 
tiques ('),  j'ai  reconnu,  comme  je  le  dirai  plus  bas,  que  ce  n'est  ni  la 
première  ni  la  seconde,  mais  plutôt  la  quatrième  puissance  de  l'épais- 
seur, qui  doit  entrer  dans  la  valeur  du  coefficient  constant. 


(  '  )  Délie  vibrazioni  sonore  dei  cilindri  ciel  sig.  conte  Giordano  Riccati,  ]).  444  ^^ 
Memorie  di Matematira  e  Fisica  délia  Società  italiana .  Tomo  I.  Verona,  MDCCLXXXII ; 
pet.  in-fol. 

(-)  Traité  d'Acoustique,  \YAr  E.-F.-F.  Chladni.  Paiis,  chez  Courcier,  l8og;  in-8". 

(')  Mémoire  sur  les  surfaces  élastiques,  par  M.  Poi.sson,  p.  i6^  des  Mémoires  de  la 
Classe  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  l'Institut  de  France,  année  i8l2, 
IP  Partie,  Paris,  F.  Didot,  MDCCCXVI;  in-4". 

('')  Recherches  sur  la  théorie  des  surfaces  élastiques,  par  M"°  Sophie  Germain.  Paris, 
M""=  V"=  Courcier,  1821  ;  in-4''. 
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Vers  la  même  époque,  M,  Navier  choisissait,  dans  son  Mémoire  sur 
la  flexion  des  plans  élastiques  (  '  ),  la  troisième  puissance  de  l'épaisseur. 
Les  Bulletins  de  la  Société  philomathique  (livraisons  de  juin  et  juil- 
let 1823)  contiennent  l'extrait  d'un  Mémoire  de  ce  savant  auteur  sur  le 
même  sujet  (-j;  il  y  persiste  dans  le  choix  de  la  puissance  troisième. 
L'extrait  est  terminé  jiar  l'observation  suivante  : 

«  Les  personnes  qui  se  sont  occnjîées  de  cette  matière  ne  s'accordent  pas 
toutes  sur  la  j)uissance  de  l'épaisseur  qui  entre  comme  facteur  dans  le  der- 
nier terme  de  l'équation  différentielle.  Mais  le  résultat  oLtenuici  est  conforme 
à  ceux  qui  ont  été  admis  par  Euler  et  Lagrange  dans  leurs  recherclies  sur  la 
ilexion  des  lames  élastiques  et  des  colonnes,  etc.  » 


(')  Mémoire  sur  la  flexion  des  plans  élastiques. 

Ce  Mémoire,  lu  par  Navier  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du  lundi 
i4  août  1820,  fut  lenvoyé  à  l'examen  d'une  Commission  composée  de  MM.  de  Prony, 
Poisson,  Fourier,  Cauchy.  Navier  y  ajouta  ensuite  une  Note  explicative,  manuscrite, 
qu'il  remit,  quelques  mois  après,  aux  commissaires. 

Le  Mémoire  de  Navier  n'a  été  l'objet  d'aucun  Rapport. 

Navier  distribua  quelques  copies  lithographiées  de  son  Mémoire;  Fourier  en  reçut 
un  exemplaire  et  en  donna  connaissance  à  M"'  Sophie  Germain,  ainsi  que  le  montre  la 
Lettre  suivante  : 

u  Mardi  soir  [i5  aoât  1820]. 

11  J'ai  l'honneur  d'adresser  à  51''"  Germain  le  dernier  numéro  des  Annales  de  Phy- 
sique où  se  trouve  le  Mémoire  de  Jl.  Savart  sur  les  vibrations  des  lames  élastiques  ('  ). 
J'ai  ]iensé  que  la  lecture  de  cet  écrit  poui'rait  l'intéresser.  J'espère  lui  envoyer  demain 
un  Méraoiie  qui  est  présenté  a  l'Académie  ])ar  M.  Navier,  et  qui  a  [)our  objet  l'analyse 
des  flexions  des  plans  élastiques.  L'auteur  a  fait  copier  ce  manuscrit  par  les  presses 
lithographiques  et  m'en  a  remis  un  exemplaire. 

»  Je  prie  M"''  Germain  d'agréer  l'hommage  de  mon  respect  et  de  vouloir  bien  l'offrir 
de  ma  part  à  madame  sa  mère.  >,   Fourieh  (-).    >; 

(^)  Extrait  des  recherches  sur  la  flexion  des  plans  clasticjues;  par  M.  Navier, 
p.  92  du  Bulletin  des  Sciences,  par  la  Société  philomathique  de  Paris.  Année  iSaS. 
Paris,  in-4°. 

(')  Mémoire  sur  la  Communication  des  mouvements  vibratoires  entre  les  corps  solides,  par 
M.  Féli.v  Savart,  docteur  en  Médecine,  etc.  (Lu  à  l'Académie  des  Sciences  le  i5  novembre  1S19); 
page  ii3  des  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  par  MM.  Gay-Lussac  et  Arago  (2'  série),  t.  XIV, 
1820,  in-S". 

(')  L'original  de  cette  Lettre  se  trouve  à  la  Ribliotlièque  naliouale,  dans  le  Manuscrit  français 
nouveau  4073  (Libri).  Elle  a  elé  publiée  par  M.  C.  Henry  dans  le  numéro  de  décembre  1871J  de 
la  Revue  pliilusopltique  dirigée  par  Th.  Ribot. 

S.  3 


s.   l8  SOPHIE   GERMAIN. 

Ainsi  la  première,  la  seconde,  la  troisième  et  enfin  la  quatrième 
puissance  de  l'épaisseur  ont  été  successivement  proposées  comme  iàc- 
teur  de  l'ébisticité  absolue  des  surfaces. 

Il  résulte  de  l'examen  auquel  nous  venons  de  nous  livrer  qu'il 
n'existe  encore  aucune  doctrine  solidement  établie  relativement  à 
l'influence  de  l'épaisseur  sur  les  pbénomèues  qui  appartiennent  aux 
surfaces  élastiques  ;  si  je  ne  me  fais  illusion,  celle  que  je  vais  exposer 
sera  désormais  à  l'abri  de  toute  objection. 

2.  En  appliquant  au  cas  des  surfaces  les  principes  émis  par 
Jaccjues  Bernoulli  à  l'égard  des  lames  élastiques,  j'ai  eu  occasion  de 
remarcjuer  que  le  carré  de  leur  épaisseur  entre  dans  l'expression  de  la 
puissance  qui  détermine  leur  cliangement  de  figure.  J'ai  vu  en  même 
temps  que  la  force  élastique,  qui  a  pour  mesure  le  même  changement 
de  figure  c^u'elle  tend  à  détruire,  introduit  nécessairement  aussi  le 
carré  de  l'épaisseur  dans  l'équation  différentielle.  J'en  ai  conclu  que 
les  termes  qui  expriment  l'action  de  la  force  élastique  doivent,  dans  le 
cas  où  l'épaisseur  est  supposée  constante,  être  multipliés  par  la  cjua- 
trième  puissance  de  la  même  dimension. 

Cette  remarque  a  été  développée  dans  le  §  8  de  mon  Mémoire  sur  la 
théorie  des  surfaces  élastiques  (  '  )  ;  je  me  contenterai  de  rappeler  ici  le 
procédé  qui  introduit  le  carré  de  l'épaisseur  dans  l'expression  du  chan- 
gement de  figure  de  la  lame  élastique. 

Un  tel  changement  ne  peut  s'effectuer  sans  cpi'il  en  résulte  à  la  fois 
une  dilatation  et  une  contraction  dans  les  forces  opposées  de  chacun 
des  éléments  de  la  lame.  Ces  deux  effets  sont  égaux  entre  eux,  et  ils 
peuvent  également  fournir  la  mesure  de  la  force  cjui  les  a  produits. 

Pour  plus  de  simplicité,  bornons-nous  à  considérer  l'effet  de  la  dila- 
tation d'une  lame  droite. 

Jj'épaisseur  et  la  longueur  de  l'élément  de  cette  lame  sont  les  côtés 
du  parallélogramme  que  présente  sa  figure  naturelle.  La  lame  a  acquis 
un  certain  degré  de  courbure,  lorsque,  par  l'action  d'une  force  quel- 
conque, l'élément  a  été  dilaté  dans  sa  partie  supérieure;  les  deux 
rayons  de  courbure  qui  appartiennent  aux  extrémités  de  l'élément  se 

(  '  )  Reclieiclies  sur  /a  t/icor/e  des  snifeiccs  rlastiqucs,  §  8,  p.   l  3. 
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rencontrent  alors,  et  l'angle  qu'ils  comprennent  appartient  au  triangle 
dont  les  mêmes  rayons  et  la  longueur  de  l'élément  dilaté  sont  les  côtés. 
En  même  temps,  l'un  des  rayons  de  courbure,  pénétrant  dans  l'épais- 
seur de  la  lame,  coupe,  au  milieu  de  cette  épaisseur,  la  ligne  qui  lui 
sert  de  mesure;  il  en  résulte  im  second  triangle,  semblable  au  premier; 
deux  de  ses  côtés  sont  la  demi-épaisseur  et  la  quantité  linéaire  dont 
la  partie  supérieure  de  l'élément  a  été  dilatée.  On  conclut,  de  la  pro- 
portion établie  entre  les  côtés  des  triangles  semblables,  que  la  valeur 
de  la  quantité  linéaire  dont  on  vient  de  parler  a  la  demi-épaisseur 
pour  facteur. 

Nous  avons  dit  que  l'action  de  la  force  qui  a  déterminé  le  change- 
ment de  figure  de  la  lame  est  proportionnelle  à  la  dilatation  qu'a 
éprouvée  la  partie  supérieure  de  l'élément  de  cette  lame.  Il  est  évident 
que  cette  dilatation  elle-même  est  représentée  par  la  surface  du  petit 
triangle  compris  dans  la  demi-épaisseur  de  la  lame.  Pour  avoir  cette 
surface,  il  faut  multiplier  celui  des  côtés  du  triangle  qui,  suivant  ce 
qu'on  vient  de  voir,  a  la  demi-épaisseur  pour  facteur,  par  le  second 
côté  du  même  triangle,  qui  n'est  autre  chose  que  la  demi-épaisseui* 
elle-même  :  la  surface  du  triangle  et  par  conséquent  aussi  la  dilatation  de 
la  lame  sont  donc  proportionnelles  au  carré  de  l'épaisseur  de  cette  lame. 
Pour  arriver  à  conclure  que  l'action  de  la  force  d'élasticité  est  pro- 
portionnelle à  la  quatrième  puissance  de  l'épaisseur  de  la  lame  élas- 
tique, il  suffit  à  présent  de  rappeler  que  la  force  d'élasticité  est  propor- 
tionnelle à  l'effet  qu'elle  tend  à  produire,  c'est-à-dire  à  la  dilatation 
de  l'élément  de  la  lame  qu'elle  tend  à  ramènera  sa  figure  naturelle, et 
que  son  action  a  pour  mesure  le  produit  de  la  force  elle-même  par  la 
quantité  sur  laquelle  elle  agit. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  relativement  à  la  mesure  de  l'action  des  forces 
d'élasticité  est  indépendant  de  la  supposition  particulière  d'une  épais- 
seur constante  ;  car  cette  mesure  appartient  à  chacun  des  éléments  de 
la  lame  considérés  isolément;  seulement,  lorsque  l'épaisseur  varie 
d'un  point  à  l'autre  des  surfaces,  elle  ne  doit  plus  fournir  de  facteur 
au  coefficient  constant  qui  multiplie  les  termes  de  l'équation  différen- 
tielle relatifs  à  l'action  de  la  force  élastique. 

3.  Le   cas   d'une   épaisseur  constante  est   le  seul  dont   on  se  soit 
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occupé  jusqu'à  présent;  après  avoir  montré  quelles  sont,  dans  cette 
supposition,  les  conséquences  du  choix  de  l'exposant,  je  les  comparerai 
aux  données  de  l'expérience. 

Selon  qu'on   fait   entrer   les  puissances  première,  seconile,    troi- 
sième ou  quatrième  de  l'épaisseur  dans  le  coefficient  n-  des  termes 

yi  -f-  2  .,  "  ^  +  -t4  de  l'équation  des  plaques  élastiques,  on  trouve  que 
les  sons  doivent  être  en  raison  directe  des  puissances  /-y*'™^  première, 

/3\  ic-mc 


ou  seconde  de  la  même  épaisseur.  En  général,  e  représentant  la 

valeur  de  cette  dimension  par  rapport  à  la  surface,  si  e''  est  facteur 
de  n-,  les  sons  seront  proportionnels  àe-';  on  sait  d'ailleurs,  en  prenant 
pour  exemple  la  plaque  carrée  dont  le  côté  est  L,  que  les  mêmes  sons 

doivent  être  proportionnels  à  — j  :  l'expérience  peut  donc  nous  faire  con- 

naître  quelle  est  la  valeur  de  t  dans  la  formule  — p- 

La  manière  la  plus  simple  de  procéder  est  de  comparer  des  pièces 
cjui,  différentes  par  leur  épaisseur,  sont,  sous  tout  autre  rapport,  sem- 
blables entre  elles.  Il  est  facile  de  remplir  cette  condition  à  l'égard  de 
la  forme  et  de  l'étendue  des  surfaces;  mais  on  a  toujours  à  craindre 
l'influence  des  différences  d'élasticité  naturelle  de  la  matière  employée. 

Dans  la  vue  d'écarter,  autant  que  possible,  cette  cause  d'erreur,  j'ai 
voulu  que  les  plaques  comparées  fussent  coupées  dans  un  même  mor- 
ceau de  verre,  mais  à  des  distances  assez  grandes  pour  que  l'épaisseur, 
quoique  sensiblement  égale  dans  l'étendue  de  chacune  des  surfaces, 
fût  pourtant  notablement  différente  de  l'une  à  l'autre. 

J'ai  successivement  employé  plusieurs  moyens  pour  mesurer  ces 
épaisseurs.  J'avais  d'abord  eu  recours  à  l'application,  sur  la  tranche 
des  surfaces,  d'un  tissu  dont  je  comptais  les  fils>  et  j'avais  déjà  obtenu 
des  résultats  favorables  à  la  théorie  que  je  veux  établir;  cependant, 
malgré  la  précaution  que  j'avais  prise  de  répéter  les  mêmes  opérations 
et  de  varier  les  tissus  dont  je  me  servais,  j'ai  craint  que  le  plus  ou  le 
moins  de  tension  dont  ils  étaient  susceptibles  ne  pût  occasionner 
quelque  erreur  dans  des  mesures  aussi  délicates. 

Afin  d'obtenir  une  exactitude  plus  grande,  j'ai  fait  exécuter  en  cuivre 
des   rapporteurs   de    1°,    2",...    et    10".    Lorsque   les   épaisseurs  de 
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deux  surfaces  étaient  exactement  recouvertes  par  les  cordes  de  deux 
angles  appartenant  au  même  rayon,  j'obtenais  immédiatement  le  rap- 
port cherché.  Je  le  vérifiais  ensuite  en  appliquant,  sur  les  mêmes 
épaisseurs,  les  cordes  d'un  même  angle  dont  le  rayon  variait  en  raison 
des  différences  de  ces  épaisseurs.  Les  rayons  étaient  mesurés  en  milli- 
mètres et  présentaient  une  sorte  de  multiplication  des  différences 
qu'ils  servaient  à  faire  reconnaître.  Ce  dernier  moyen  a  été  employé 
seul  dans  les  cas  où  les  épaisseurs  étaient  peu  différentes;  mais  je  me 
suis  alors  servi  successivement  de  différents  angles,  de  manière  qu'il 
ne  me  restât  plus  aucun  doute  sur  l'exactitude  des  mesures  que  je  sou- 
mettais au  calcul . 

J'ai  fait  un  assez  grand  nombre  d'épreuves;  comme  elles  ont  toutes 
fourni  des  résultats  analogues,  je  me  contenterai  d'en  rapporter  quel- 
ques-unes. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  le  son  est  proportionnel  à  la  quantité 

e"  ,  .    , 

zj]  par  conséquent,  si  l'on  compare  deux  pièces  égales  d'ailleurs,  dont 


les  épaisseurs  soient  représentées  par  e  et  e',  la  formule  (  -\     exprimera 

la  différence  des  sons  correspondant,  dans  chacune  d'elles,  aux  mêmes 
cas  de  vibration.  Suivant  la  théorie  que  je  cherche  à  établir,  il  faut 

prendre  t  =  i  ;  il  s'agit  donc  de  vérifier  la  formule 


Deux  pièces  pour  lesquelles  on  avait  e  :  e'  :  ;  7  ;  6,  et  par  consé- 
quent (- j    =  ^'  ont  donné  l'intervalle  d'ut  h/a  égal  à  ^  La  différence 

4q      4       4o  ■  ,  .  .11 

entremet  ^est^-  quantité  inappréciable. 

Deux  autres  pièces  pour  lesquelles  on   avait  e  :  e'  :  :  G  :  5,  et  par 

conséquent  (-J    =--  ^^  ont  donné  l'intervalle  de  miksi^,  qui  ne  diffère 

de  ^  que  de  la  distance  entre  un  demi-ton  majeur  et  un  demi-toh 

mineur. 

Cinq  pièces  de  même  forme  et  de  même  grandeur,  taillées  dans  le 
même  morceau  de  verre,  ont  donné,  toujours  pour  le  même  cas  de  vibra- 
tion, les  sons  suivants  :  ut,  ut*,  fa,  fa*  et  sol*.  Dans  la  première  et 
la  dernière,  on  ne  reconnaissait  pas  la  moindre  différence  d'épaisseur 
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entre  les  différents  points  du  contour.  On  avait,  pour  ces  deux  pièces, 

:>.5 


e  :  e'  :  :  5  :  4,  et  par  conséquent  (■^,  j    =  ^,-  L'intervalle  aVul  à  sol^  est, 

en  effet,  très  exactement  représenté  par  la  fraction  -^• 

A  l'égard  des  autres  pièces,  l'épaisseur  était  moyenne  entre  celles 
dont  on  vient  de  parler,  et  elle  n'était  pas  la  même  pour  leurs  différents 
côtés.  C'est  ce  qui  explique,  comme  nous  le  verrons  plus  bas,  la  dif- 
férence observée  entre  les  sons. 

Les  expériences  dont  on  vient  de  rendre  compte  prouvent  évidem- 
ment, ainsi  que  je  l'ai  supposé,  qu'on  doit  prendre  t  =  i  dans  la  for- 
mule 


On  peut  encore  soumettre  la  théorie  à  un  autre  genre  d'épreuve  :  on 
peut  comparer  les  sons  de  deux  pièces  de  même  forme  dont  à  la  fois 
la  grandeur  et  l'épaisseur  soient  différentes.  En  continuant  de  désigner 
les  deux  épaisseurs  par  e  et  e',  et  en  représentant  par  L  et  L'  les  lon- 
gueurs des  côtés  homologues,  on  aura  à  vérifier  la  formule  [—-]  ,  qui 

exprime  alors  l'intervalle  entre  les  sons  correspondant  aux  mêmes  cas 
de  vibration  des  deux  surfaces. 

Les  expériences  faites  de  cette  manière  ont  offert  des  résultats  égale- 
ment satisfaisants;  je  prendrai  pour  exemple  la  plus  simple  d'entre  elles. 

S'il  s'agit  de  deux  pièces  dont  l'épaisseur  et  la  grandeur  des  côtés 
homologues  soient  proportionnelles,  par  exemple  si  l'une  d'elles 
est  en  même  temps  deux  fois  plus  épaisse  et  deux  fois  plus  longue  que 

l'autre,  la  formule  (jy)     f^eviendra  (^^  j    ;  par  conséquent  elle  se 

réduira  à  l'unité;  or  l'unité  représente  l'unisson  :  les  deux  pièces 
devront  donc,  dans  les  mêmes  cas  de  vibration,  faire  entendre  les 
mêmes  sons. 

L'impossibilité  de  tirer  d'un  même  morceau  de  verre  deux  surfaces 
de  même  étendue  dont  les  épaisseurs  différassent  dans  la  proportion 
de  1  à  2  m'a  forcée  d'avoir  recours  à  l'emploi  de  pièces  de  cuivre. 
J'ai  mis  tous  mes  soins  à  obtenir,  autant  que  possible,  le  même  degré 
d'élasticité  naturelle. 

Deux  plaques  carrées  dont  les  côtés  et  les  épaisseurs  étaient  égale- 
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ment  dans  le  rapport  de  aà  i  ont  été  comparées,  et,  pour  les  différents 
cas  de  vibration  dont  les  pièces  étaient  susceptibles,  on  a  en  effet 
toujours  obtenu  l'unisson. 

Peut-être  me  serait-il  permis  de  regarder  déjà  comme  suffisamment 
justifié  le  choix  de  l'exposant  que  j'ai  adopté.  Les  paragraphes  suivants 
seront  consacrés  à  l'examen  du  cas  plus  général  où  l'épaisseur  est  sup- 
posée varier  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  élastique;  j'aurai  occa- 
sion de  faire  remarquer  qu'il  en  résulte  une  nouvelle  confirmation  de 
la  théorie  qui  vient  d'être  exposée. 

4.  Afin  d'arriver  à  connaître  les  effets  de  la  Aariabilité  de  l'épais- 
seur, nous  choisirons  d'ahord  pour  exemple  le  cas  où  l'épaisseur 
d'une  lame  droite,  différente  à  ses  deux  extrémités,  varie  d'un  point  à 
l'autre  en  raison  des  distances  aux  mêmes  extrémités.  Nous  commen- 
cerons par  déterminer,  dans  cette  supposition,  l'épaisseur  pour  cha- 
cun des  points  de  la  lame  et  les  épaisseurs  movennes  des  différentes 
parties  comprises  entre  les  mêmes  points.  Après  avoir  introduit  ces 
quantités  dans  les  formules,  nous  comparerons  leurs  résultats  à  ceux 
le  l'expérience. 

Des  opérations  du  même  genre,  mais  nécessairement  beaucoup  plus 
compliquées,  nous  feront  connaître,  dans  des  suppositions  analogues, 
l'épaisseur  pour  chacun  des  points  dune  plaque  carrée  et  les  épais- 
seurs moyennes  des  parties  comprises  entre  les  mêmes  points.  Les  for- 
mules qui  en  résulteront  seront  également  comparées  à  l'expérience. 
Si  l'on  supposait  toute  autre  forme  à  la  surface  inégalement  épaisse,  on 
parviendrait  sans  doute  à  connaître  et  l'épaisseur  dans  chacun  de  ses 
points  et  l'épaisseur  moyenne  des  espaces  circonscrits,  pris  sur  la  même 
surface  ;  mais  on  se  trouverait  alors  forcé  de  faire  entrer  en  considéra- 
tion un  plus  grand  nombre  de  conditions,  dépendantes  toutes  des 
distances  aux  points  dont  les  épaisseurs  seraient  regardées  comme 
données;  il  en  résulterait  une  multiplicité  de  formules  qui  rendrait 
peut-être  la  théorie  plus  difficile  à  saisir.  Les  deux  exemples  auxquels 
j'ai  cru  devoir  me  borner  sont  certainement  les  plus  simples  qu'on 
puisse  choisir;  ils  m'ont  paru  suffisants  pour  mettre  la  question  dans 
tout  son  jour  et  pour  faire  pressentir  les  applications  dont  elle  est  sus- 
ceptible. 
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5.  Représentons  par  m  el  n  les  épaisseurs  aux  deux  extrémités 
d'une  lame  droite  dont  la  longueur  est  L;  prenons  pour  origine  le 
point  auquel  appartient  l'épaisseur  m,  et  supposons  que  l'épaisseur, 
dans  tous  les  points  dont  se  compose  la  lame,  dépende  imiquement  de 
leurs  distances  à  chacune  des  extrémités,  en  sorte  que  ces  épaisseurs 
soient  proportionnelles  aux  mêmes  distances. 

Les  différentes  valeurs  que  l'ordonnée  s  peut  recevoir  expriment  les 
distances  à  l'origine  des  points  auxcpels  elles  appartiennent.  Soient  *et 

y  deux  de  ces  valeurs,  les  formules  — ^ — ^  et  — — ^^ —  don- 

neront  les  épaisseurs  correspondantes.  Dans  les  mêmes  suppositions,  la 

c           ,      wfaL— .V —  s'] -\- n(s -Ar  s')  >         ,        n  .       ■  i 

formule  — ^ représenterai  épaisseur  moyenne  de 

partie  comprise  entre  les  deux  points.  Ces  diverses  formules  sont  évi- 
dentes d'elles-mêmes,  et  les  conséquences  qu'on  en  peut  tirer  ne  le 
sont  pas  moins. 

En  effet,  si  on  prend  .y  =  -  L,  la  première  devient- »et  telle  est 

réellement,  dans  les  suppositions  présentes,  l'épaisseur  du  milieu  de  la 
lame.  Si  on  fait  dans  la  dernière  /=  L  —  *,  elle  représente  l'épaisseur 
moyenne  d'une  partie,  de  longueur  h—  is,  prise  à  égale  distance  des" 

deux  extrémités  de  la  même  lame,  et  elle  se  réduit  encore  à Il 

est  facile  de  voir  la  raison  de  cette  identité  :  cjuelle  que  soit  la  distance 
aux  extrémités  d'une  portion  de  la  lame  située  au  milieu  de  cette  lame, 
son  épaisseur  moyenne  doit  toujours  être  égale  à  l'épaisseur  moyenne 
de  la  lame  entière;  l'épaisseur  dans  le  point  de  milieu  correspond  au 

cas  où  on  prendrait  à  la  fois  i'  :=  L  —  5  et  î  =  -L,  et  alors  la  portion 

dont  la  formule  exprimerait  l'épaisseur  moyenne  se  réduirait,  comme 
on  le  voit,  à  un  seul  point. 

En  prenant  s  —-  o,  la  même  formule,   qui  devient  —      ' 


2L 

donne  l'épaisseur  moyenne  de  la  portion  de  la  lame  comprise  entre 
l'origine  et  le  point  auquel  l'ordonnée  s  appartient. 

6.  Avant  d'entrer  dans  la  discussion  des  effets  dus  à  la  variabilité 
de  l'épaisseur,  nous  pourrions  établir,  d'après  l'expérience,  la  propo- 
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sition  suivante  :  Deux  lames  élastiques  d'ailleurs  semblables,  dont  l'épais- 
seur moyenne,  égale  de  part  et  d'autre,  est  variable  dans  l'une  et  constante 
dans  l'autre,  donnent  l'unisson  pour  tous  les  cas  de  vibration  dont  elles 
sont  susceptibles.  En  remontant  plus  haut,  nous  allons  voir  qu'une  lame 
élastique  dont  l'épaisseur  varierait  suivant  la  loi  que  nous  venons  d'é- 
tablir ne  serait  susceptible  d'aucune  vibration  régulière,  si  la  variabilité 
supposée  avait  sur  les  sons  que  cette  lame  peut  rendre  une  influence 
propre,  c'est-à-dire  qui  ne  dépendit  pas  uniquement  de  l'épaisseur 
moyenne  des  différentes  parties  dans  lesquelles  on  peut  concevoir  que 
la  même  lame  soit  divisée. 

L'Analyse  montre,  comme  j'ai  eu  occasion  de  le  dire  ailleurs,  que, 
dans  tous  les  cas  de  vibration  qui  appartiennent  à  la  lame  élastique,  il 
existe  un  ou  plusieurs  points  de  limite  qui  permettent  de  séparer  la 
même  lame  en  plusieurs  portions,  sans  que  le  son  et  la  figure  dont 
chacune  de  ces  portions  sont  susceptibles  cessent  d'être  les  mêmes  que 
lorsqu'elles  faisaient  partie  de  la  lame  entière. 

Cela  posé,  afin  de  rendre  notre  raisonnement  plus  simple,  considé- 
rons le  cas  où  il  n'v  aurait,  sur  la  lame  d'épaisseur  variable,  qu'un  seul 
point  de  limite  analytique,  et  fixons  la  position  de  ce  point  d'après  la 
supposition  que  les  parties  d'inégales  épaisseurs  qu'il  sépare  sont 
équivalentes  à  des  parties  de  même  étendue  et  d'épaisseurs  constantes 
égales  aux  épaisseurs  moyennes  des  mêmes  parties.  En  admettant  en- 
suite que  l'inégalité  d'épaisseur  entre  les  divers  points  de  la  lame  déter- 
mine le  déplacement  du  point  de  limite,  nous  arriverons  à  ce  résultat 
contradictoire  que,  entre  deux  portions  de  la  même  lame  assujetties  à 
rendre  le  même  son,  la  variabilité  d'épaisseur  exigera  d'un  côté  une 
diminution  et  de  l'autre  une  augmentation  d'étendue  dans  les  parties 
vibrantes. 

7.  Cherchons  maintenant  quel  rôle  l'épaisseur  considérée  comme 
variable  doit  jouer  dans  les  formules  relatives  à  la  lame  élastique.  Nous 
avons  remarqué  (  §  1  )  qu'en  supposant  l'épaisseur  constante  il  est  indif- 
férent d'écrire,  dans  la  fonction  de  x  qui  donne  les  valeurs  de  l'or- 
donnée z,  ou  -j— >  ou  simplement-'  pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas,  on 

prenne  e"  pour  facteur  du  coefficient  constant  qui  appartient  au  der- 
nier terme  de  l'équation  différentielle. 

S./, 
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Quaiul  répaisseiir  varie  d'un  point  à  l'autre,  il  faut  considérer  isolé- 
ment chacun  des  points  de  la  lame,  et  la  première  manière  d'envisager 
la  question  est  la  seule  qui  convienne,  z  el  s  étant  les  coordonnées 
d'un  point  donné,  on  doit  multiplier,  dans  la  fonction  qui  donne  la 
valeur  de  z,  la  puissance  t'""'  de  l'épaisseur  par  la  différentielle  de  s. 
Suivant  les  formules  données  «^  5,  le  produit  de  cette  multiplication 

est  [-'^-7^-^]'./.. 

Si  l'on  mettait  dans  l'intégrale,  au  lieu  de  e'x,  comme  lorsqu'il  est 
question  d'une  lame  d'épaisseur  constante,  la  quantité  différentielle 
que  nous  venons  de  trouver,  alors  la  fonction  qui  exprime  les  valeurs 
de  z  ne  serait  applicable  qu'à  un  seul  point;  pour  étendre  cette  fonc- 
tion à  tous  les  points  qui  composent  la  lame,  on  doit  donc  écrire 


/  L     L     J  ^- 


Nous  avons  vu  (§  6)  que  le  point  de  limite  qui  existe  dans  tous  les 
cas  de  vibrations  régulières  est  placé,  sur  la  lame  d'épaisseur  variable, 
en  raison  des  épaisseurs  moyennes  des  parties  qu'il  sépare;  la  valeur 
correspondante  de  l'ordonnée  z  est  donc  la  même  que  si  la  lame  était 
formée  de  la  réunion  de  deux  parties  d'épaisseurs  constantes,  respecti- 
vement  égales  aux  épaisseurs  moyennes  des  parties  de  même  longueur, 
prises  sur  la  lame  d'épaisseur  variable.  Prenons  toujours  pour  exemple 
le  cas  où  il  n'existe  qu'un  seul  point  de  limite  analytique  sur  la  lame 
vibrante,  et  ne  considérons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  partie 
d'épaisseur  variable  comprise  entre  l'origine  et  le  point  de  limite.  L'or- 
donnée s  qui  appartient  à  ce  point  aura  la  même  valeur  cjue  s'il  était 
pris  au  milieu  d'une  lame  d'épaisseur  constante  égale  à  l'épaisseur 
moyenne  de  la  partie  dont  il  s'agit,  et  d'une  longueur  double  de  celle 
de  cette  partie.  Une  telle  compensation  entre  l'épaisseur  variable  et 
l'épaisseur  moyenne  ne  peut  avoir  lieu  pour  un  des  points  de  la  lame 
sans  qu'il  existe  des  compensations  semblables  par  rapport  à  tous  les 
autres  points  de  la  même  lame.  Et,  en  effet,  quel  que  soit  le  point  de  la 
lame  qu'on  veuille  considérer,  si  s  représente  la  distance  à  l'origine, 
la  valeur  correspondante  de  l'ordonnée  z  sera  égale  à  celle  qui  appar- 
tiendrait au  point  semblablement  situé  sur  une  lame  d'épaisseur  con- 
stante égale  à  l'épaisseur  moyenne  de  la  partie  dont  il  s'agit. 
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Il  est  sans  doute  inutile  de  dire  que  l'épaisseur  et  la  longueur  de  la 
lame  d'épaisseur  constante  qui  entre  ici  en  comparaison  sont  diffé- 
rentes relativement  à  chacune  des  valeurs  de  s. 

Suivant  ce  que  l'on  vient  de  lire,  l'épaisseur  movenne  de  la  partie 

comprise  entre  l'origine  et  le  point  auquel  appartient  l'ordonnée  s  étant 

m  f  2  L  —  ,T  )  -t-  «i-  1-11  <  1  1  •  I         '      • 

— ^ j-^ 5  on  obtiendra  les  mêmes  valeurs  de  :;,  soit  qu  on  écrive, 

dans  1  intégrale,  ou    /     — ~—   -     as,  ou       ^ —^ s.  Par 

conséquent,  ces  deux  formules  doivent  être  regardées  comme  deux  ex- 
pressions différentes  d'une  seule  et  même  quantité.  Elles  doivent  donc 
satisfaire  à  l'équation  suivante  : 

La  différentiation  donne 

L — L^-J^^ 


t(n  —  m)    r/«(2L  —  s) 


2L 

Après  avoir  multiplié  par  '2  L)'  et  divisé  par  ds,  cette  dernière  équation 
se  réduit  à 

I2  [to(L—  5)-|-  /îi]j' 

=  [m(2L  —  s)  -!-  /i5J'"'|[m(2L.— (/  H-  \)s]  +  n{t  +  \)s\. 

Si  on  effectue  alors  les  développements  et  les  réductions  convenables, 
on  trouve 


(2mL)'-f-f(2mL)'-'.2[î(n  — ;n)]  j        '  (îmL)'+ 2.f (^mL)'"' [î(n  — m)] 


2 


■(2mL)'-\2'.[s(«-m)]'  ■  /  =  ■;  ^^.'ll^Ll^I^ijZÉ  .(^i„a:f-\[s{n-m)Y 


-'-^^^'^^^^v^^-^-(-"^r"./.K«-"<)]'  !     \         -.cv+,)'^^=^l^^--^^<-"i-/--K«-"0]' 
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Cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
l'ordonnée  s;  chacun  des  ternies  du  premier  membre  est  donc  respec- 
tivement égal  à  celui  qui,  dans  le  second,  contient  la  même  puissance 
de  cette  ordonnée.  Prenons  pour  exemple  les  (V  +  ij'*""  termes  des 
mêmes  dévelojjpements  ;  toutes  les  fois  qu'on  ne  fera  pas  n  —  m  =^0, 
c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu'on  ne  reviendra  pas  à  supposer  l'épais- 
seur constante,  l'équation  2''  =  Y-i-  i  devra  être  satisfaite.  Cette  équa- 
tion ne  peut  se  vérifier  que  pour  deux  valeurs  de  V,  savoir  zéro  et 
l'unité.  Les  développements  entre  lesquels  s'établit  notre  équation  ne 
peuvent  donc  avoir  que  deux  termes,  et,  par  conséquent,  l'unité  est  la 
seule  valeur  qui  puisse  être  attribuée  à  l'exposant  t. 

Pour  trouver  cette  valeur  de  l'exposant,  il  n'était  pas  même  indis- 
pensable d'étendre  l'équivalence  entre  les  épaisseurs  variables  et  les 
épaisseurs  moyennes  à  toutes  les  parties  comprises  entre  l'origine  et 
chacun  des  points  de  la  lame  vibrante;  il  aurait  pu  suffire  de  remar- 
quer que  les  développements  de  l'im  et  l'autre  membre  de  l'équation 
ci-dessus  sont  composés  d'un  égal  nombre  de  termes,  et  que  chacun  ne 
diffère  de  son  correspondant  que  par  le  changement  de  a^'en  V  +  r. 
L'équation  2''=V-i-i  résulterait  alors  de  l'existence  de  l'équation 
entre  les  mêmes  développements  pour  une  seule  des  valeurs  de  l'or- 
données; et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  cette  existence, 
par  rapport  aux  points  de  limite  analvtiques,  a  été  reconnue  néces- 
saire afin  que  la  lame  puisse  exécuter  des  mouvements  réguliers. 

En  prenant  /  =  i ,  on  a 

2\m'^L  —  s)-h  ns]  =  m[2L  -  {1 -h  i)s]^  n{i-^i]s, 

équation  identique.  Ainsi,  les  conditions  nécessaires  à  l'existence  des 
vibrations  régulières  de  la  lame  élastique  d'épaisseur  variable  auront 
lieu  d'elles-mêmes,  si  on  attribue  à  l'exposant  de  l'épaisseur  la  valeur 
que  la  simple  considération  de  la  nature  des  forces  d'élasticité  nous  a 
fait  connaître  d'avance  {voir^  2). 

Chacune  des  valeui-s  de  z  relative  à  la  lame  d'épaisseur  variable  est, 
suivant  ce  qu'on  Aient  de  lire,  égale  à  la  valeur  correspondante  de  la 
même  ordonnée  prise  par  rapport  à  une  lame  dont  l'épaisseur  constante 
serait  représentée  par  la  formule  "^^ ï-  —  s)-hns 


aL 
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Si  L'est  l;i  longueur  de  cette  lame  fictive,  différente  pour  chacune 
des  valeurs  de  s,  on  devra  mettre  dans  l'intégrale,  au  lieu  de  — >  qui  se 

rapporterait  au  cas  où  la  lame  de  longueur  L  aurait  une  épaisseur  con- 

.1                .•^,  Vmlih  —  .ï]-l-«.t~|     s  .  ,    .  ,  . 

stante,  la  quantité    — ^ — •  — ,  qui  lui  est,  comme  on  le  voit, 

entièrement  analogue. 

8.  Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  faire  observer  (§  3),  en  examinant 
les  conséquences  du  choix  de  la  puissance  de  l'épaisseur  qui  doit  entrer 
comme  factem-  dans  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation  de  la 
lame  élastique  d'épaisseur  constante,  que,  si  e''  représente  cette  puis- 
sance et  que  L  soit  la  longueur  de  la  lame,  les  sons  correspondant  aux 

différents  genres  de  vibrations  seront  proportionnels  à  la  quantité  —  • 

En  faisant,  comme  on  le  doit,  /  —  i,  cette  quantité  devient  — ;  ainsi, 

dans  tous  les  cas  de  vibration,  deux  lames  dont  les  épaisseurs  e  et  e', 
aussi  bien  que  les  longueurs  respectives  L  et  L',  satisferont  à  l'équa- 

2  '2 

lion  —  =  — -,,  devront  faire  entendre  les  mêmes  sons. 

_  ^ .  in  -h  ri     ml  7.  L  —  s]  ~\-  ns        -r      -^  ,  •  r 

J.a  proportion ;  — ^ -— :  :  L  :  L    exprime ,   conforme- 

ment  à  ce  que  nous  avons  déjà  établi,  que  les  longueurs  de  nos  lames 
fictives  sont  entre  elles  comme  les  épaisseurs  correspondantes;  il  en 

résulte  que  l'équation -^ — —  =  *= ^^ —  a  lieu  pour  cha- 

cune  d'elles. 

Dans  tous  les  cas  de  vibration,  ces  différentes  lames  rendent  donc 

les  mêmes  sons  que  la  lame  d'épaisseur  constante et  de  lon- 
gueur L.  Remarquons  à  présent  que  les  sons  donnés  par  les  divers 
points  d'un  corps  sonore  doivent  être  semblables  enti-e  eux  et  que,  à 
défaut  de  cette  condition,  le  corps  dont  il  s'agit  ne  pourrait  fliire  en- 
tendre qu'un  bruit  confus;  nous  en  conclurons  que,  chacun  des  points 
d'une  lame  d'épaisseur  variable  dont  l'épaisseur  moyenne  est  exprimée 

par et  dont  la  longueur  est  L  ayant,  durant  le  mouvement,  ces 
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deux  coordonnées  égales  à  celles  d'un  point  pris,  sur  une  des  lames 
fictives  que  nous  avons  considérées,  et  ne  pouvant,  par  conséquent, 
donner  un  son  différent  de  celui  qui  convient  à  la  même  lame,  la  lame 
entière  d'épaisseur  variable  rendra  les  mêmes  sons  qu'une  autre  lame 
de  même  longueur  dont  l'épaisseur  constante  serait  égale  à  l'épais- 
seur moyenne  de  la  première. 

9.  S'il  ne  s'agissait  que  de  justifier  le  choix  du  coefficient  que  nous 
avons  adopté,  le  seul  fait  à  établir,  par  rapport  aux  lames  d'inégale 
épaisseur,  serait  l'existence  des  vibrations  régulières.  En  effet,  nous 
venons  de  voir  cpi'en  admettant  tout  autre  coefficient  l'analyse  ex- 
primerait l'impossiliilité  de  semblables  phénomènes  ;  mais,  les  consé- 
quences de  cette  régularité  de  mouvements  dans  les  lames  élastiques 
d'épaisseur  variable  nous  ayant  fait  connaître  jusqu'aux  moindres  cir- 
constances des  mêmes  mouvements,  nous  nous  proposons  aussi  de 
comparer,  avec  quelques  détails,  les  résultats  de  la  théorie  à  ceux  de 
l'expérience. 

Les  premiers  sont,  en  adoptant  l'exposant  convenable,  que  la  lame 
élastique  d'épaisseur  variable  est  susceptible  de  tous  les  genres  de 
vibrations  qui  appartiennent  à  la  lame  d'épaissevir  constante  ;  que 
l'inégalité  d'épaisseur  entre  les  différents  points  de  la  lame  vibrante 
donne  lieu  au  changement  de  la  figure  que  cette  lame  affecte  durant 
son  mouvement  ;  en  sorte  que,  par  r;ipport  à  tous  les  cas  de  vibrations, 
la  figure  dont  il  s'agit  ne  peut  appartenir  à  aucune  lame  uniformément 
épaisse,  quelle  que  soit  d'ailleurs  l'épaisseur  qu'on  veuille  lui  attribuer. 
Une  telle  conclusion  paraîtra  évidente  si  l'on  se  rappelle  qu'aucune  des 
lames  fictives  à  la  considération  desquelles  on  a  eu  recours  ne  peut 
avoir  deux  valeurs  de  l'ordonnée  z-  égales  à  celles  qui,  sur  la  lame 
d'épaisseur  variable,  se  rapportent  à  deux  points  consécutifs.  Enfin  la 
théorie  annonce'  encore  que  l'inégale  répartition  d'une  même  épaisseur 
variable  entre  les  différents  points  de  la  lame  élastique  n'a  aucune 
influence  sur  les  sons  correspondant  à  chaque  cas  de  vibration.  Ainsi, 
tandis  que  les  différences  d'épaisseurs  moyennes,  constantes  ou  va- 
riables, déterminent  le  changement  des  sons,  sans  que  les  figures  cor- 
respondantes éprouvent  la  moindre  altération,  au  contraire,  selon 
qu'on  répartit  entre  les  points  de  la   lame  une   épaisseur  moyenne 
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donnée,  il  arrive  que   la  production  d'un   son  identique   se  trouve 
accompagnée  de  figures  différentes. 

Voyons  maintenant  quels  sont  les  faits  observés. 

Les  divers  cas  de  vibrations  que  présente  la  lame  élastique  d'épais- 
seur constante  ont  également  lieu  sur  la  lame  d'épaisseur  variable.  De 
part  et  d'autre,  l'intervalle  des  sons  est  le  même,  et  chacun  d'eux  se 
trouve  accompagné  de  figures  nodales  composées  d'un  égal  nombre 
de  points  de  repos.  Si,  dans  chaque  cas  de  vibration,  on  compare  la 
position  des  nœuds  sur  la  lame  d'épaisseur  constante  à  celle  des  mêmes 
nœuds  sur  la  lame  d'épaisseur  variable,  on  observe  des  différences 
d'intervalles  d'autant  plus  sensibles  que  celle  des  épaisseurs  extrêmes 
est  plus  considérable. 

La  disposition  des  lignes  de  repos  sur  les  pièces  dont  l'épaisseur  varie 
d'un  point  à  l'autre  avait  depuis  longtemps  fixé  mon  attention;  elle 
m'avait  donné  lieu  de  remarquer  (rof'r  la  note,  p.  35  de  mes  Recherches 
sur  la  théorie  des  sur/aces  élastiques)  que  l'exposant  attribué  jusqu'à 
présent  à  l'épaisseur  ne  semblait  pas  devoir  fournir,  à  cet  égard,  une 
explication  suffisante.  J'étais  loin  de  soupçonner  alors  que  le  choix  de 
cet  exposant  dût  entraîner  d'autres  conséquences  qu'une  inégalité  de 
compensation  entre  des  changements  d'épaisseurs  moyennes,  propor- 
tionnels à  ceux  des  longueurs  respectives.  J'ai  fait  un  grand  nombre 
d'expériences  pour  vérifier  la  parfaite  égalité  de  cette  compensation,  et 
j'ai  mis  d'autant  plus  de  soin  à  mesurer,  sur  les  lames  d'épaisseur  va- 
riable, les  distances  des  lignes  nodales,  qu'elles  étaient  d'abord  le  seul 
moyen  de  vérification  que  j'eusse  imaginé. 

L'accord  le  plus  satisfaisant  entre  la  théorie  et  l'expérience  s'est 
constamment  manifesté.  En  effet,  les  lignes  nodales  étaient  toujours 
plus  distantes  de  l'extrémité  où  l'épaisseur  était  plus  considérable  que 
de  l'autre  extrémité,  et  dans  une  telle  proportion  qu'elle  aurait  pu 
suffire  pour  fiure  rejeter  tout  autre  exposant  que  celui  que  j'avais 
déjà  adopté.  Il  est  sans  doute  inutile  d'ajouter  que  la  position  du  point 
de  limite,  dont  l'existence  nécessaire  nous  a  conduits  à  la  connaissance 
des  effets  de  la  variabilité  de  l'épaisseur,  était  aussi  plus  distante  de 
celle  des  extrémités  où  l'épaisseur  se  trouvait  la  plus  grande.  Plusieurs 
lames  de  verre  ont  été  coupées  en  ce  point;  les  parties  séparées  ont 
continué  de  rendre  les  mêmes  sons,  et  elles  se  sont  prêtées  à  tous  les 
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cas  de  vibration  qui  ont  lieu  dans  les  deux  moitiés  d'une  lame  d'épais- 
seur constante. 

Non  seulement  les  lames  d'épaisseur  variable  se  prêtent  à  tous  les 
cas  de  vibration  qui  appartiennent  proprement  à  la  lame  d'épaisseur 
constante,  mais  aussi,  lorsqu'elles  ont  une  largeur  suffisante,  elles  sont 
susceptibles,  comme  ces  dernières,  de  vibrer  à  la  manière  des  plaques. 
Alors  les  figures  nodales  présentent,  de  part  et  d'autre,  une  ligne  lon- 
gitudinale au  milieu  de  sa  largeur  et  un  nombre  de  lignes  transver- 
sales plus  ou  moins  grand,  suivant  que  les  sons  correspondants  sont 
plus  ou  moins  aigus.  Dans  ce  genre  de  vibrations,  la  position  des  lignes 
nodales  sur  la  lame  d'épaisseur  constante  est  facile  à  reconnaître,  car 
l'intervalle  entre  deux  de  ces  lignes  est  toujours  exactement  double 
de  celui  qu'on  observe  entre  une  des  extrémités  de  la  ligne  la  plus 
voisine.  Dans  les  autres  cas  de  vibration,  la  disposition  des  nœuds  est 
sans  doute  conforme  à  la  théorie,  mais  on  ne  pourrait  plus  s'en  assurer 
sans  recourir  à  la  discussion  des  formules.  Je  me  suis  convaincue  qu'à 
l'aide  d'une  analyse  semblable  à  celle  qui  détermine  alors  la  position 
des  lignes  nodales  sur  la  lame  d'épaisseur  constante,  on  obtiendrait  en 
effet  la  mesure  du  déplacement  des  mêmes  lignes  sur  la  lame  d'épais- 
seur variable.  Afin  d'éviter  des  longueurs  inutiles,  je  me  bornerai  à 
rapporter  un  seul  exemple.  Je  choisirai  l'expérience  où,  en  même  temps 
que  la  figure  nodale  composée  du  plus  petit  nombre  possible  de  lignes 
offrait,  sur  la  lame  d'épaisseur  constante,  une  disposition  dont  le 
moindre  dérangement  fût  devenu  sensible,  la  différence  entre  les 
épaisseurs  extrêmes  donnait  lieu,  sur  la  lame  d'épaisseur  variable,  à 
un  déplacement  considérable. 

Une  lame  de  cuivre,  dont  la  longueur  était  de  o'",245  et  la  largeur 
de  o'°,028,  les  épaisseurs  extrêmes  comme  i  et  2,  a  présenté  la  figure 
composée  d'une  ligne  longitudinale  et  de  deux  lignes  transversales  ;  les 
distances  entre  les  lignes  voisines  des  extrémités  et  les  mêmes  extrémités 
étaient  de  o"^,o/j5  et  o'",075;  l'intervalle  entre  les  deux  lignes  s'est 
donc  trouvé  sensiblement  égal  à  ce  qu'il  eût  été  sur  la  lame  d'épaisseur 
constante. 

Il  est  donc  facile  de  se  rendre  compte  de  cette  dernière  circonstance, 
car  nous  avons  vu  (§  5)  que,  quelle  que  soit  l'étendue  d'une  partie 
prise  au  milieu  de  notre  lame,  son  épaisseur  moyenne   est  toujours 
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égale  à  celle  de  la  lame  entière  ;  il  en  résulte  que  la  longueur  des  parties 
vibrantes  ainsi  situées  doit  être  la  même  que  sur  la  lame  d'épais- 
seur constante.  A  la  vérité,  ce  résultat  exigerait,  pour  être  parfai- 
tement exact,  que  le  milieu  de  la  partie  vibrante  fût  en  même  temps 
celui  de  la  lame;  mais,  sous  l'influence  des  causes  d'erreur  impossibles 
à  éviter,  il  est  difficile  que  des  différences  aussi  petites  deviennent 
sensibles. 

Pour  expliquer  la  position  de  nos  deux  lignes  nodales  par  rapport 
aux  extrémités  voisines  respectives,  nous  ne  pouvons  éviter  l'emploi 
des  formules.  Suivant  ce  qu'on  a  vu  §  5,  la  quantité   '"i'^-^  —  ')-^"'  g^j 

l'épaisseur  moyenne  d'une  partie  de  longueur  s,  comprise  entre  l'ex- 
trémité d'épaisseur  m,  d'une  lame  dont  la  longueur  totale  est  L,  et  le 
point  dont  s  est  l'ordonnée,  l'épaisseur  de  l'autre  extrémité  étant  n. 
Nous  avons  ici  m  =  2,  «  =  i ,  L  =  245,  s—']5:  l'épaisseur  moyenne 
devient  donc  iMS^^^HlI^  ^  ^.  ^fin  d'appliquer  la  même  formule 

à  l'intervalle  compris  entre  l'autre  extrémité  de  la  ligne  nodnie  voisine, 
nous  changerons  m  en  n,  et  réciproquement,  et  nous  mettrons  45  à  la 

place  de  75.  Nous  aurons  ainsi  "^^""f  ^"^ ''' ~  =  ^  pour  l'épaisseur 
moyenne  correspondante. 

Les  épaisseurs  moyennes  des  deux  parties  que  nous  avons  à  com- 
parer sont  donc  entre  elles  comme  906  est  à  535  ou  comme  181  est 
a  107.  Suivant  la  théorie,  les  épaisseurs  doivent  être  proportion- 
nelles aux  longueurs  respectives;  d  en  résulterait  ici  la  proportion 
181  1107::  75:45::  5: 3,  et  l'on  serait  conduit  à  la  condition  535  =  543. 
La  différence  entre  les  deux  membres  de  cette  équation  paraîtra  bien 
petite  si  l'on  tient  compte  de  toutes  les  causes  d'erreur  inévitables  dans 
de  telles  expériences.  En  effet,  le  moindre  changement  dans  la  loi  de 
la  variation  d'épaisseur  influe  sur  les  distances  des  lignes  voisines,  et, 
pour  que  des  différences  d'élasticité  naturelle  viennent  compliquer  les 
effets  dus  à  la  variation  de  l'épaisseur,  il  peut  même  suffire  qu'un  des 
points  de  la  lame  ait  reçu  un  coup  de  marteau  plus  fort  que  ceux  qui 
auraient  frappé  les  points  voisins. 

Dans  les  nombreuses  expériences  que  j'ai  faites,  les  différences  que 
j'ai  observées  se  sont  trouvées   tantôt  en  plus,  tantôt  en  moins  ;  eu 

S.  5 
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sorte  que,  à  défaut  de  l'exactitude  parfaite  que  l'expérience  ne  peut  tou- 
jours atteindre,  et  dont  cependant  j'ai  remarqué  quelques  exemples, 
ces  différences  mêmes  peuvent  servir  à  confirmer  la  théorie.  Au  sur- 
plus, la  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  la  position  des  lignes  nodales 
sur  les  lames  d'épaisseur  constante,  et  les  petites  irrégularités  qu'on 
aperçoit  alors  sont  du  même  ordre  que  celles  que  nous  trouvons  ici. 

Lorsqvie,  à  l'exemple  de  M.  Wheatstone,  on  fait  vihrer  une  lame  cou- 
verte d'eau,  les  ondes  dont  l'amplitude  est  égale  sur  la  lame  d'épais- 
seur constante  manifestent,  sur  la  lame  d'épaisseur  variable,  l'inégalité 
que  nous  avons  reconnue  entre  les  différentes  valeurs  de  l'ordonnées. 
Deux  ondes  voisines  sont  sensiblement  égales;  mais  on  remarque  une 
dégradation  évidente  lorsqu'on  observe,  comparativement,  les  plus 
proches  et  les  plus  éloignées  de  l'extrémité  où  l'épaisseur  est  la  plus 
grande.  Ainsi  que  je  l'ai  expliqué  ailleurs  ('),  les  expériences  de  ce 
genre  doivent  être  regardées  comme  une  contre-épreuve  de  celles  de 
M.  Chladni;  elles  prouvent  également  que  la  figure  d'aucune  lame  vi- 
brante d'épaisseur  constante  ne  peut  être  semblable  à  celle  qui  appar- 
tient, dans  les  mêmes  circonstances,  à  la  lame  d'épaisseur  variable. 

Il  nous  reste  à  faire  connaître  les  résultats  de  l'expérience  à  l'égard 
de  l'influence  qu'a  sur  les  sons  l'inégale  répartition  de  l'épaisseur  entre 
les  différents  points  de  la  lame  vibrante. 

Un  grand  nombre  de  faits  analogues  m'ont  prouvé  que  l'épaisseur 
moyenne  détermine,  seule,  l'inégalité  des  sons  entre  deux  lames  égales 
d'ailleurs  :  je  n'ai  jamais  remarqué  la  plus  petite  exception  à  cette  loi. 
Pour  rendre  l'expérience  plus  concluante,  je  me  suis  procuré  une  lame 
de  cuivre  fabriquée  en  même  temps  que  celle  dont  j'ai  |:)arlé  plus  haut 
et  avec  les  plus  grands  soins  pour  que  la  différence  de  ces  deux  pièces 
fut  uniquement,  d'une  part,  l'égalité  d'épaisseur  et,  de  l'autre,  la  va- 
rialion  de  la  même  épaisseur  dans  la  proportion  de  1  à  2,  pour  les  points 
extrêmes. 

Dans  tous  les  cas  possibles  de  vibration,  la  différence  des  sons  s'est 
trouvée  au-dessous  d'un  demi-ton  :  elle  était,  par  conséquent,  au-des- 
sous de  la  limite  des  erreurs  c[ui  ont  été  regardées  comme  inévitables, 
dans  les  cas  même  où  la  possibilité  d'employer  des  pièces  de  verre 

(  '  )  Voir  la  Note  A,  à  la  lin  du  Jléinoire, 
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prises  dans  le  même  morceau  permet  d'écarter  rinfluence  des  diffé- 
rences d'élasticité  naturelle. 

Je  ferai  observer  que  ce  dernier  résultat  suffirait  seul  pour  justifier 
la  théorie  qui  vient  d'élre  exposée,  qu'il  ne  saurait  exister  dans  toute 
autre  supposition  et  qu'il  est  une  conséquence  immédiate  de  la  con- 
sidération des  épaisseurs  moyennes. 

Nous  verrons,  dans  les  paragraphes  suivants,  qu'une  théorie  sem- 
blable s'applique  également  aux  surfaces  d'épaisseur  variable. 

10.  Par  rapport  aux  surfaces,  le  cas  le  plus  simple  qu'on  puisse 
imaginer  est  celui  d'une  plaque  carrée  dont  l'épaisseur  varierait  d'un 
point  à  l'autre  en  raison  des  distances  aux  quatre  angles  de  la  même 
plaque,  qui  présenteraient  tous  des  épaisseurs  différentes. 

Nous  commencerons  par  déterminer,  dans  cette  hypothèse,  l'épais- 
seur pour  chacun  des  points  de  la  plaque  et  les  épaisseurs  moyennes  des 
espaces  carrés  dont  quatre  des  mêmes  points  termineraient  les  angles. 

Désignons  à  la  fois  par  les  lettres  w,  m',  n  et  n'  les  quatre  épaisseurs 
extrêmes  et  les  angles  auxquels  elles  appartiennent.  Soit  A  la  grandeur 
du  côté  de  la  placpie;  prenons  le  point  m  pour  origine;  la  position  des 
différents  points  de  la  surface  sera  déterminée  par  leur  distance  aux 
deux  côtés  adjacents  jnn  et  jrun' ,  qui  seront  les  axes  des  coordonnées; 
dé.signons-les  par  les  lettres  s  et  /■. 

En  opérant  ici  comme  nous  l'avons  fait  §  5,  à  l'occasion  de  la  lame 

, ,  ,       .                       -Il        ,        r            I        '« f A  —  s)  -^  ns     m'  (A.  —  s)  ■+-  ns 
d  épaisseur  variable,  les  lormules  — ^ -— j  — ^^ ^ repré- 
senteront les  épaisseurs  de  la  plaque  dans  deux  points;  le  premier 
placé  sur  l'axe  des  s  à  la  distance  s  de  l'origine,  le  second  appartenant 
au  côté  parallèle  m'n'  et  distant  de  la  quantité  s  de  l'angle  m' . 

Quelle  que  soit  la  position  d'un  point  pris  sur  la  surface,  on  peut 
toujours  trouver  une  valeur  de  s  telle  que  le  point  dont  on  cherche 
l'épaisseur  appartienne  à  la  ligne  qui  joint  les  deuxpoinls  dont  les  for- 
mules précédentes  font  connaître  les  épaisseurs. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  point  placé  aux  distances  r  et  .v  des 


côtés  mn  et  mm'  ;  l'é 


mule 


jaisseur  correspondante  sera  donnée  par  la  for- 


\'~^ (A-0+    -i-^i 

-»    ' -^  ____^  iJL 
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On  voit  en  effet  que  les  éjjaisseurs  extrêmes  de  la  ligne  à  laqnelle  appar- 
tient le  point  dont  il  est  question  sont  employées  ici  de  la  même  manière 
que  l'ont  été  les  quantités  analogu'es  dans  les  formules  précédentes. 

En  effectuant  les  développements  convenables,  nous  aurons 


'm{h 


I  k        s      \ "''  [^  —  -0  +  "'-O 

(^-^)  +  L      A     -J 
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_ 
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Supposons  ensuite  que  l'épaisseur 

m  A-  —  m\(r-{-.i)-\-A{  f/s  -\-  m'  r] -\- [  m  —  n  —  m'  -\-  n')  rs 

__ 

appartienne  au  point  de  la  surface  situé  à  l'un  des  angles  d'un  espace 
carré  pris  sur  la  même  surface;  si  t  est  le  côté  de  ce  carré,  les  épais- 
seurs correspondantes  aux  trois  autres  angles  seront 

w  A'—  111  X[r-hx-hf)  -l-A[«(.f  H-  l)-h  ;»'/■] -4- (w  — //  —  m' -h  n' )[.<!-{- t]r 
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A- 
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et  * 
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Cherclions  à  présent  quelle  est  l'épaisseur  moyenne  de  l'espace 
carré  terminé  par  les  lignes  qui  joignent  les  quatre  angles. 

Soit  qu'il  s'agisse  d'une  ligne  ou  d'une  surface  matérielle  d'épais- 
seur variable,  il  est  clair  qu'on  trouverait  l'épaisseur  moyenne  con- 
venable à  cbaque  cas  si,  après  avoir  pris  la  somme  des  épaisseurs  de 
tous  les  points  cpii  appartiennent  soit  a  la  lame,  soit  à  la  surface,  on 
divisait  cette  somme  par  le  nombre  des  mêmes  points. 

A  l'égard  de  la  lame,  les  épaisseurs  des  différents  points  qu'on  par- 
court en  allant  d'une  extrémité  à  l'autre  étant  en  progression  arithmé- 
tique, si  l'on  prend  la  somme  des  épaisseurs  de  deux  d'entre  eux,  sem- 
blablement  placés  par  rapport  aux  extrémités  respectives,  cette  somme, 
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divisée  par  2,  donnera  également  l'épaisseur  moyenne  de  la  ligne 
entière,  et  c'est  ce  que  nous  avons  pratiqué  §  5.  On  voit,  au  reste,  que 
la  première  opération  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  celles  qu'on 
peut  lui  substituer;  car  on  épuiserait  toute  la  ligne  en  prenant  succes- 
sivement, deux  à  deux,  tous  les  points  qui  la  composent. 

Des  remarques  semblables  peuvent  s'appliquer  à  la  plaque  carrée 
d'épaisseur  variable.  Conformément  à  ce  que  nous  avons  établi  plus 
haut,  les  épaisseurs  des  différents  points  qu'on  parcourt  en  allant  d'une 
extrémité  à  l'autre  des  côtés  sont  en  progression  arithmétique,  et  les 
épaisseurs  extrêmes  appartiennent  aux  quatre  angles.  Il  en  résulte 
qu'on  aura  l'épaisseur  moyenne  de  la  plaque  entière  si,  après  avoir 
pris  la  somme  des  épaisseurs  qui  conviennent  à  quatre  points  placés 
semblablement  par  rapport  aux  quati'e  angles,  on  divise  cette  somme 
par  4  •  La  même  opération,  répétée  successivement  à  toutes  les  distances 
possibles  des  angles,  prises  sur  les  cotés,  épuisera  les  lignes  matérielles 
qui  appartiennent  au  contour.  La  surface  restante  sera  terminée  par 
de  nouveaux  cotés  plus  petits  que  les  premiers;  on  n'aura  plus  qu'à 
continuer  des  opérations  du  même  genre  pour  arriver  enfin  au  centre 
de  la  plaque,  et  l'épaisseur  en  ce  point  sera  aussi  exprimée  par  la  même 
formule. 

Ce  qu'on  vient  de  lire  est  également  applicable  à  tout  espace  de 
même  forme  pris  sur  la  plaque  carrée.  Il  est  évident  en  effet,  d'après 
la  loi  de  variation  à  laquelle  sont  assujettis  les  différents  points  de 
cette  surface,  qu'il  est  permis  de  la  diviser  par  un  nombre  égal  de 
lignes  parallèles  à  chacun  des  côtés  sans  que  les  résultats  précédents 
reçoivent  la  moindre  modification. 

Nous  venons  de  voir  que  chacune  des  opérations  indiquées  condui- 
rait à  la  même  formule  et  que  cette  formule  exprimerait  l'épaisseur 
moyenne  de  la  surface  carrée.  On  peut  en  conclure  que  les  différents 
espaces  de  même  forme,  dont  le  centre  se  confond  avec  celui  de  la 
plaque  et  dont  les  côtés  sont  plus  ou  moins  distants  de  ce  point,  ont 
tous  la  même  épaisseur  moyenne,  et  que  cette  épaisseur  est  égale  à 
celle  du  centre  même  qui  sert  ici  de  limite. 

Observons  que  cette  conclusion  est  parfaitement  analogue  à  ce  que 
nous  avons  trouvé  §  5,  relativement  à  la  lame  d'épaisseur  variable. 

L'expression  de  l'épaisseur  moyenne   soit  de  la  plaque  entière,  soit 
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d'une  de  ses  parties  carrées,  se  présentera  sous  la  forme  la  plus  simple 
qu'elle  puisse  recevoir  si  les  quatre  épaisseurs  qui  doivent  y  entrer 
sont  prises  aux  angles  mêmes  de  la  surface. 

En  faisant  usage  des  formules  ci-dessus,  nous  aurons  ainsi,  pour 
l'épaisseur  moyenne  de  la  petite  surface  carrée  dont  le  côté  est  /, 

[  !l  m  .V  —  m  A  [r  -t-  s  +  :>  { r  -t  s  -i-  r)  -i-  r  -h  s  -h  2 1]  | 

I  (      -I- A  ("  l3S-)-2(.!-i-  0-t-"''[2'--t-2(;-  +  0]i)-'-('«  — »—  ™'-!-  ii')[st  -h  (■<  -h  t)r  +  {r  -h  î),t  +  (s  -i-  c)('' "+- 01  ( 
(A)  {  •  yP 
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=  — - 

Si  la  surface  dont  nous  parlons  a  un  angle  commun  avec  la  plaque 
entière,  la  formule  (A)  deviendra  elle-même  beaucoup  plus  simple.  En 
effet,  quand  on  prend  successivement  r  =  o,  s  =^  o;  r  =  o,  s  =  A;  /•  =  A, 
s  =  o,et  r=^  A,  s  =  A,  en  ayant  toutefois  soin  d'écrire  2  A  —  /  au  lieu 
de  2  A  +  t,  pour  satisfaire  aux  changements  supposés  dans  les  situa- 
tions relatives  à  l'origine,  cette  formule  donne,  après  les  réductions 
convenables, 


(B) 


4"i 

'A- 

—  4  '" 

A^-l- 

2  A  1  nt  -4-  /'('  t 

]-+-! 

/;;  - 

—  n  — 

-  m'  -h  II 

■']!- 

4A^ 

4« 

A'-- 

-4«. 

V?+  2 

A(«r+  n'  t) 

+  (/?  — 

m  — 

II'  -t-  m  ' 

\t- 

4  A* 

4'" 

'A- 

-4«, 

,'\t  + 

i\i  mt  +  II'  1 

f':  + 

!  '"' 

—  Il' 

—  m  -f- 

,1  r- 

4A-^ 

4« 

A^ 

-4«' 

'Ac-t- 

■>.A[/it  -h  m't 

)  +  ( 

m  - 

—  n  — 

-  m'  -f-  n 

]  '" 

4a2 


Les  formules  (B)  expriment  les  épaisseurs  moyennes  de  quatre 
espaces  carrés  de  grandeurs  égales,  pris  aux  angles  de  la  surface. 

Lorsque  l'on  fait  t  —  A,  les  quatre  petites  surfaces  se  réduisent  à 
une  seule,  qui  n'est  autre  chose  que  celle  de  la  plaque  entière.  Les 

formules  (B)  deviennentalors  identiques,  et  elles  donnent -. 

pour  l'expression  de  l'épaisseur  moyenne  de  cette  surface.  Indépen- 
damment de  toute  supposition  particulière  sur  la  valeur  de  t,  on  arrive- 
rait, comme  il  est  facile  de  le  voir,  au  même  résultat  en  prenant  la 
somme  des  quatre  formules  (B)  et  en  divisant  cette  formule  par  4- 
Pour  se  rendre  raison  de  cette  identité  de  résultats,  il  suffira,  après 
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ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  de  remarquer  que  les  quatre  espaces 
dont  les  épaisseurs  moyennes  servent  en  dernier  lieu  à  trouver  celle 
de  la  plaque  entière  sont  occupés  par  autant  de  groupes  composés  d'un 
égal  nombre  de  points  matériels  semblablement  placés  par  rapport  aux 
angles  respectifs  de  cette  surface. 

Les  épaisseurs  moyennes  de  deux  côtés  opposés  étant et > 

leur  somme,  divisée  par  2,  donnera  aussi  la  même  formule  :  ces  deux 
côtés  peuvent  en  effet  être  considérés  aussi  comme  deux  groupes  com- 
posés d'un  égal  nombre  de  points  matériels  également  situés  par  rap- 
port au  centre  delà  plaque.  Cette  dernière  opération,  comparée  à  celles 
qui  nous  ont  donné  les  épaisseurs  moyennes  des  simples  lignes  maté- 
rielles, montrent  que  les  côtés  remplacent  ici  les  points  extrêmes  rela- 
tifs au  cas  linéaire.  La  même  opération  peut  donc  être  regardée  comme 
la  somme  de  celles  qui  seraient  pratiquées  sur  toutes  les  lignes  maté- 
rielles perpendiculaires  aux  côtés  dont  il  s'agit. 

Sous  ce  point  de  vue,  il  devient  clair  que  le  rapport  entre  la  gran- 
deur des  côtés  et  leur  distance  ne  peut  entraîner  aucun  changement 
dans  le  procédé  qui  doit  faire  connaître  l'épaisseur  moyenne  du  paral- 
lélogramme auquel  ils  appartiennent. 

Il  ne  l'est  pas  moins  que  les  épaisseurs  aux  quatre  angles  entrent 
toutes  également  dans  la  formule  qu'on  obtient.  Nous  en  conclurons  que, 
quel  que  soit  le  rapport  entre  les  différents  côtés  d'un  espace  parallélo- 
gramme pris  sur  notre  surface  carrée,  des  formules  analogues  aux  précé- 
dentes nous  feront  connaître  les  épaisseurs  moyennes  correspondantes. 

Soient  /  et  t!  les  grandeurs  des  côtés  adjacents  à  l'angle  du  jjarallé- 
logramme  dont  les  coordonnées  sont  r  et.y;  les  épaisseurs  aux  quatre 
angles  seront  exprimées  par  les  formules  suivantes  : 
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Leur  somme,  divisée  par  4,  se  réduit  à 
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Cette  formule  représente  l'épaisseur  moyenne  dans  l'espace  parallé- 
logramme, et,  pour  la  rendre  identique  à  la  formule  (B),  il  suffira  de 
faire  ^  :=  /'. 

Lorsqu'on  j^rend  successivement  /•=  o,  5  =  0;  r  =^  A,  s  ^=^  o;  a  =  o, 
.ç  =:  A  et  /•=  A,  ^  :=  A,  en  ayant  soin  d'écrire  2  A  —  /,  2  A  —  z'au  lieu 
de  2  A  4-  /,  2  A  4-  /',  cette  formule  donne,  après  les  réductions  conve- 
nables, 
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'  4 '"'A-  —  9. m' A  •' t  -i-  <')  4-  -y.A'mt'  -+-  >i' t', -+-  [m'  —  n'  —  m  -\-  n\lt' 

^Â^ -' 

4"'A-—  in'  A{t  -\-t']-^  iA[nt  -^m' t']-^  [n'  —  m'  —  n  ^m)tt' 

■,  4^^ 

Celles-ci  expriment  les  épaisseurs  moyennes  de  quatre  surfaces 
parallélogrammes,  prises  aux  angles  de  la  plaque  et  égales  entre  elles. 

Si  l'on  voulait  avoir  les  épaisseurs  moyennes  des  deux  diagonales  du 
parallélogramme  à  l'un  des  angles  duquel  appartiennent  les  coordonnées 
r  et  *,  il  faudrait  prendre  les  sommes  de  celles  des  formules  (D)  qui  se 
rapportent  aux  angles  opposés  et  les  diviser  par  2  ;  il  en  l'ésulterait  les 
formules  suivantes  : 

/   ■?  m  A  -  —  m  A  f  9,  /•-!-  ^'  -f-  9  ,c  -+-  ;  I  -t-  A  \n  i  2  .t  -i- 1^  -f-  ni'  h.r -\- t']^  A- dn  —  »  —  m'  4-  n"'  [;■.<  4-  'r  -^  l' \  { a -^n  tW 

.  :, 

(F)    <' 

^    '    '   7.m\-  ~/nAhr-\-t'  -\-os-hn  -+-  A\n  !-?.s-h  t'  -t-  w' '2  r4-?">] -I-  !n/ —  n  —  ni'  -h  n'^rls -1-  t] -i- sfr-hf]] 

2  A- 

Il  existe  un  cas  fort  remarquable  dans  lequel  les  différentes  formules 
auxquelles  on  vient  d'être  conduit  reçoivent  une  grande  simplification  ; 
c'est  celui  où  les  épaisseurs  extrêmes  m,  n,  m'  et  n'  sont  en  progression 


THÉORIE    DES    SURFACES    ÉLASTIQUES.  8.4' 

arithmétique.  En  prenant  alors  m  ^=  d  -h  3  8 ,  n  =  d  -{-  2  &,  m'  =  cl  -i-  ^ 
et  n'  =  d,  il  est  visible  que  les  termes  dont  m  —  n  ~  m'  ^  n'  est 
facteur  disparaissent  d'eux-mêmes.  Les  deux  formules  (F)  sont  donc 
semblables  entre  elles,  et  la  formule  (D)  leur  est  identique.  Dans 
les  suppositions  présentes,  les  épaisseurs  moyennes  des  deux  lignes 
matérielles  diagonales  d'un  parallélogramme  quelconque  pris  sur  la 
surface  carrée  sont,  par  conséquent,  égales  entre  elles,  et  elles  sont 
aussi  égales  à  l'épaisseur  moyenne  du  même  parallélogramme. 

Si  l'épaisseur  variait  dans  un  seul  sens,  c'est-à-dire  si  l'on  avait 
m  =  jn',  n  =  n',  le  facteur  ra  ~  n  —  m'  4-  n'  se  réduirait  encore  à  zéro  ; 
et,  par  conséquent,  les  épaisseurs  moyennes  des  deux  diagonales  et  du 
parallélogramme  auquel  elles  appartiennent  seraient  aussi  égales  entre 
elles. 

Les  formules  précédentes  vont  nous  servir  à  trouver  les  conditions 
du  mouvement  régulier  par  rapport  à  la  plaque  élastique  d'épaisseur 
variable. 

11.  En  traitant  du  cas  linéaire,  nous  avons  déterminé,  par  la  consi- 
dération des  conditions  nécessaires  à  l'existence  des  mouvements  régu- 
liers, l'exposant  de  la  puissance  de  l'épaisseur  qui  multiplie  la  variable 
dans  l'intégrale.  Il  serait  facile  de  suivre  ici  la  même  marche,  mais 
elle  entraînerait  de  longs  calculs;  il  sera  plus  simple  de  regarder 
d'abord  l'exposant  de  l'épaisseur  comme  étant  connu  et  de  montrer 
ensuite  que  les  résultats  obtenus  ne  pourraient  avoir  lieu  dans  aucune 
autre  supposition.  Observons  que  cette  manière  de  procéder  est  d'au- 
tant plus  naturelle,  qu'on  ne  saurait  admetti'e  que  la  puissance  de 
l'épaisseur  soit  différente  par  rapport  aux  surfaces  de  ce  qu'on  l'a 
trouvée  par  rapport  aux  simples  lames. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  surface  d'épaisseur  constante,  l'intégrale  qui 
fournit  les  différentes  valeurs  de  l'ordonnée  z  est  fonction  des  deux 
autres  coordonnées  x  et  /. 

Par  rapport  à  la  plaque  carrée  dont  le  côté  et  l'épaisseur  sont  A  et  e, 

on  peut  indifféremment  écrire,  dans  l'intégrale,  ou  ^  ?  -^  ou  -•,-■> 
'  '  °        '  A     A  A    A 

pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  quantité  e^  se  retrouve  comme 

facteur  dans  le  coefficient  des  derniers  termes  de  l'équation  différen- 

S.  6 
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tielle.  Lorsque  l'épaisseur  varie  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface, 
celte  dernière  manière  d'envisager  la  question  cesse  d'êti'e  applicable. 
Nous  allons  chercher  quelles  sont  alors  les  formules  qui  doivent  rem- 
placer les  quantités  —-s  --  dans  la  fonction  qui  exprime  les  différentes 

A        A. 

valeurs  de  z. 

Il  règne  la  plus  grande  analogie  entre  le  cas  présent  et  celui  que 
nous  avons  déjà  examiné.  Quand  il  était  question  d'une  simple  lame, 
l'épaisseur  variait  d'un  point  à  l'antre,  en  raison  seulement  des  chan- 
gements des  distances  aux  extrémités  linéaires. 

Par  rapport  à  un  point  donné,  il  a  suffi  de  multiplier,  sous  le  signe 
intégral,  la  différentielle  de  l'ordonnée  qui  mesurait  la  distance  de  ce 
point  à  l'extrémité  jirise  pour  origine,  par  l'épaisseur  de  la  lame  au 
même  point.  En  prenant  ensuite  la  somme  de  ce  produit,  on  a  obtenu 
une  formule  applicable  à  tous  les  points  de  la  lame,  formule  parfaite- 
ment analogue  à  celle  qu'on  peut  employer  lorsque  l'épaisseur  est 
supposée  constante. 

Nous  allons  nous  occuper,  non  plus  seulement  d'une  ligne  matérielle 
élastique,  mais  d'une  surface  carrée.  Chacun  des  points  qui  la  composent 
appartient  également  aux  deux  lignes  matérielles  parallèles  aux  côtés,, 
qui  se  croisent  au  même  point,  et  l'épaisseur  varie  en  raison  des  dis- 
tances aux  deux  axes  des  coordonnées,  axes  que  nous  avons  déjà 
désignés  par  les  lettres  s  et  r,  pour  les  distinguer  de  ceux  qui  appar- 
tiennent à  la  plaque  d'épaisseur  constante. 

Si  e'  représente  l'épaisseur  d'un  des  points,  en  le  considérant  d'abord 
comme  appartenant  à  une  ligne  parallèle  à  l'axe  des  /•,  on  aura  la  for- 
mule Je'dr,  semblable  à  celle  qui  convient  au  cas  linéaire.  Le  même 
point  appartient  en  même  temps  à  une  ligne  parallèle  à  l'axe  des  s;  en 
le  prenant  isolément,  on  doit  multiplier  l'épaisseur  qui  lui  convient 
par  la  différentielle  de  s.  Observons  que  la  formule  Je' ^fr  remplace  ici 
le  produit  ejde  l'épaisseur  par  l'ordonnée  et  que  ce  produit,  divisé  par 
jr,  donne  l'épaisseur  e  :  nous  verrons  alors  que  la  formule  fe'dr,  divisée 
par  ;-,  donnera  l'épaisseur  du  point  dont  il  s'agit,  en  tant  qu'il  est  regardé 
comme  appartenant  déjà  à  la  ligne  parallèle  à  l'axe  des  r,  cpie  la  for- 
mule - — ^"  ds  conviendra  au  même  point  et  que  la  somme  /  [  ■  )  ds , 
applicable  à  tous  les  points  de  la  plaque  d'épaisseur  variable,  rempla- 
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cera  la  quantité  ex.  qui  convient  à  la  plaque  d'épaisseur  constante. 
Par  des  raisonnements  semblables  on  trouvera  que,  dans  l'intégrale 

relative  à  la  plaque  d'épaisseur  variable,  la  formule    /  ('-——)  '^'^  doit 

remplacer  la  quantité  ey,  qui  appartient  au  cas  où  l'épaisseur  de  la  sur- 
face est  supposée  constante. 

Le  point  auquel  nous  avons  attribué  l'épaisseur  e'  est  celui  dont  les 
coordonnées  sont  r  et  s;  par  conséquent,  les  formules  (C)  donnent 

, m  h?  —  m  h.[r -\-  s)  +  k[iis  4-  m' r)  -\-[m  —  n  —  w'-t-  «')  rs 

e ^^ 

On  en  conclut 

f<i'dr  mK^  —  mk[\r-\-  s)-\-  k[n.i  +  m' \r)  +  (ot  —  n  —  m'  -\-  n')~rs 


I 


fe'dr\ 


ds  = 


■2.  m 

A-  — 

mA.(r 

-i-is]  +  k[ 

A^ 
2  ris  -+-  m' 

'/■)  +  ('« 
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On  conclut  également  de  la  même  valeur  de  é 

Je  ds 2  /;;  A-  —  /w  A  (  2  r  +  .s)  +  A  (  «i  +  2  m'  ;■)  -f-  [m  —  n  —  m'  -|-  n'  )  rs 
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fe'ds\j    ^mk^  ■ —  2mA[r-\-  ^)  +  2A(n^  -f-  )7i'r)  -f-  [m  —  /t  —  m' -+-  n']rs 

■  ar—  -  p^  r. 

Suivant  les  formules  (E),  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  les 

deux  quantités  ll--^-\ds^    i  y —  '    )  r//',  divisées  respectivement  par  .y 

et  par  /',  exprime  l'épaisseur  moyenne  de  l'espace  parallélogramme 
dont  un  des  angles  est  commun  avec  l'angle  m  de  la  surface  et  dont  les 
côtés  s  et  /'  sont  les  coordonnées  de  l'angle  opposé  au  jjremier. 

Il  est  clair  qu'à  chaque  nouvelle  valeur  de  /-  et  de  s  correspond  un 
parallélogramme  différent,  et  par  conséquent  aussi  une  épaisseur 
moyenne  différente.  En  continuant  de  désigner  par  e  et  A  l'épaisseur  et 
le  côté  de  la  plaque  carrée  dont  l'épaisseur  constante  est  égale  à 
l'épaisseur  moyenne  de  la  surface  qui  fait  l'objet  de  nos  recherches, 
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nous  nommerons  E  l'épaisseur  moyenne  correspondant  à  une  valeur 
donnée  de  s  et  r:  la  longueur  A',  qui  sera  le  quatrième  terme  de  la  pro- 
portion e  :  A  :  :  E  :  A';  appartiendra  au  côté  d'une  plaque  carrée  dont 
l'épaisseur  constante  serait  E. 

Dans  la  fonction  qui  donne  les  valeurs  de  z  relatives  à  la  plaque 

d'épaisseur  variable,  on  devra  écrire  -77'  y"  Chacune  de  ces  valeurs 

appartiendra  en  même  temps  à  autant  de  plaques  fictives  dont  les  côtés 
et  les  épaisseurs  seront  A'  et  E. 

De  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  il  résulte  que  les  sons  correspon- 
dant à  chacun  des  cas  de  vibration  dont  une  plaque  carrée  est  suscep- 
tible sont  en  raison  directe  de  l'épaisseur  et  en  raison  inverse  du  carré 
du  côté  de  la  même  plaque. 

e-  e'- 

La  proportion  e  :  A  :  :  E  :  A'  donne  lieu  à  l'équation  —  =  —  ;  dans 

tous  les  cas  de  vibration,  les  sons  rendus  par  chacune  des  plaques  fic- 
tives doiit  nous  venons  de  parler  sont  donc  les  mêmes  que  ceux  qui 
appartiennent,  sous  les  mêmes  conditions,  à  la  plaque  carrée  dont 
l'épaisseur  et  le  côté  sont  e  et  A. 

Lorsqu'un  corps  sonore  est  susceptible  de  vibrations  régulières,  le 
son  rendu  par  chacun  de  ses  points  ne  saurait  être  différent  de  celui 
que  fait  entendre  le  corps  entier;  chacun  des  points  de  la  plaque 
d'épaisseur  variable  qui  exécute  les  mêmes  mouvements  que  s'il  appar- 
tenait à  une  de  nos  plaques  fictives  doit  donc  rendre  les  mêmes  sons 
que  ces  plaques,  et  par  conséquent  aussi  les  mêmes  sons  que  la  placjue 
dont  l'épaisseur  constante  et  le  côté  sont  e  et  A.  Il  s'ensuit  que  deux 
plaques  carrées  dont  les  côtés  sont  égaux  et  dont  les  épaisseurs  moyennes 
sont  égales  aussi  donnent,  dans  les  mêmes  cas  de  vibration,  des  sons 
semblables,  quoique  l'épaisseur  soit  constante  dans  l'une  et  variable 
dans  l'autre. 

De  ce  qu'on  vient  de  voir  on  peut  encore  conclure  que,  si  l'inégale 
distribution  de  l'épaisseur  entre  les  différents  points  d'une  |jlaque  carrée 
ne  donne  lieu  à  aucun  changement  par  rapport  aux  phénomènes 
sonores,  elle  change  au  contraire  tellement  les  figures  que  la  surface 
affecte  durant  ses  divers  mouvements,  qu'aucune  plaque  d'épaisseur 
constante  ne  pourrait  se  ployer  aux  mêmes  figures. 
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12.  En  se  bornant  à  la  loi  de  variation  qui  sert  de  base  aux  recherches 
précédentes,  les  résultats  que  nous  venons  d'exposer  renferment  la 
théorie  de  la  plaque  d'épaisseur  variable. 

Dans  les  formules   I  (-/-^-^Uh,    /  ('-^-^ylr,  nous  avons  pris,  comme 

on  le  doit,  i  =  i,  et  cette  valeur,  dont  l'exactitude  nous  était  déjà 
connue,  nous  a  conduits  à  la  considération  des  épaisseurs  moyennes. 

Ainsi  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  le  dire,  la  compensation 
qui  s'établit,  durant  le  mouvement  de  la  plaque  d'épaisseur  variable, 
entre  les  épaisseurs  moyennes  des  parties  qui  la  composent  et  l'étendue 
des  mêmes  parties,  aurait  pu  être  présentée  comme  une  condition  indis- 
pensable de  la  possibilité  des  mouvements  réguliers  de  la  surface,  et 
nous  serions  également  parvenus  à  en  conclure  la  nécessité  de  l'équa- 
tion t  =  I. 

En  effet,  l'existence  des  lignes  de  limite,  dans  tous  les  cas  de  vibra- 
tions régulières,  aurait  servi  à  prouver  la  compensation  entre  l'épais- 
seur moyenne  et  l'étendue  des  parties  que  ces  lignes  séparent. 

Si  on  eiit  voulu  remonter  plus  haut,  il  eùl  été  facile  de  se  passer  de 
la  considération  des  lignes  de  limite  :  il  eût  suffi  d'admettre  qu'un 
même  cas  de  vibration,  considéré  dans  deux  surfaces  d'épaisseur  et 
d'étendue  différentes,  donne  lieu  à  l'existence  du  même  nombre  de 
valeurs  homologues  de  l'ordonnée  z;  chacune  de  ces  valeurs  aurait  pu 
alors  être  employée  avec  autant  d'avantage  que  les  lignes  de  limite 
pour  déterminer,  dans  le  cas  d'une  épaisseur  variable,  quel  est  le  point 
de  la  surftice  auquel  elles  appartiennent,  et  la  compensation  que  nous 
avons  en  vue  n'aurait  pas  semblé  moins  nécessaire. 

Remarquons  que  les  expériences  imaginées  par  M.  Wheatstone 
rendent  sensible  l'existence  des  valeurs  homologues  de  l'ordonnée  z. 
Le  nombre  des  ondes  qui  se  manifestent  dépend  de  celui  de  ces  valeurs, 
et  l'amplitude  des  mêmes  ondes  fait  connaître  la  distance  des  points 
auxquels  elles  appartiennent. 

Cette  manière  d'envisager  la  question  est  donc  appuyée  sur  la  nature 
intime  des  mouvements  de  vibration,  et,  en  ayant  recours  à  la  considé- 
ration des  lignes  de  limites,  on  ne  fait  autre  chose  que  de  choisir  pour 
exemple  des  valeurs  particulières  de  l'ordonnée  z. 

Les  compensations  nécessaires  à  l'existence  des  mouvements  réguliers 
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de  la  plaque  d'épaisseur  variable  une  fois  admises  conduiraient  ensuite 

à  déterminer  la  valeur  de  /  clans  les  formules   /  r—^ —  1  ds,    j  y— — •  \dr. 

En  se  contentant  même  d'observer  que  de   telles  compensations 
exigent  qu'on  puisse  satisfaire  aux  équations  suivantes, 


r  r mA-  —  mA[r  -h  s)  -l-A(«.f  +  m' r)  -+-[in  —  n  —  m'  -i-  n']  isl'    .  \ 

iJ= ^{ds 

[4toA^  —  'y.mK[r  -\-  s]-'!-  'i.k[^ns  -'r  m'  r\-\-{^m  —  n  —  m  -\-  n^rs^ 

r  p" A-  —  w A ( r  +  -t )  +  A ( «.?  +  m'r)  -\-[in  —  /i  —  m'  +  n' )  rsl'  ,  \ 


[4'wA^  —  imAlr -h  s)  -\-  2\[ns  -h  m' r)-\-[m  —  n  —  m'  -h  n']  rs^ 


on  verra  clairement  que  l'unité  est  la  seule  valeur  qui  puisse  être 
attribuée  à  l'exposant  t.  On  conclura  donc  ici,  comme  on  l'a  fait  dans 
le  cas  linéaire,  que,  en  adoptant  toute  autre  valeur,  l'analyse  exprime- 
rait, à  l'égard  des  plaques  d'épaisseur  variable,  l'impossibilité  des  phé- 
nomènes sonores. 

Quand  l'épaisseur  varie  seulement  dans  le  sens  d'un  des  axes,  c'est- 
à-dire  quand  on  a  à  la  fois  m  =  m',  n  =  n',  les  formules  qui  sont 
propres  à  la  sui'face  deviennent  applicables  soit  à  la  lame  d'épaisseur 
constante,  soit  à  la  lame  d'épaisseur  variable,  selon  qu'on  regarde 
comme  constante  l'une  ou  l'autre  des  ordonnées  s  et  r.  Ce  qui  arrive 
alors  est  entièrement  analogue  à  ce  qui  a  lieu  entre  les  plaques  et  les 
lames  d'épaisseur  constante.  Aucun  rapport  semblable  ne  saurait  exister 
entre  les  formules  qui  appartiennent  à  la  surface  dont  l'épaisseur  varie 
en  raison  des  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  quatre  angles  sup- 
posés d'épaisseurs  différentes  et  celles  des  lames  auxquelles  la  même 
surface  se  trouverait  réduite  si  l'on  faisait  abstraction  d'une  de  ses 
dimensions.  En  effet,  la  loi  de  la  variation  suppose  alors  l'existence  des 
quatre  angles  de  la  surface;  il  y  aurait  donc  une  contradiction  mani- 
feste si  l'on  voulait  ensuite  faire  abstraction  de  deux  d'entre  eux. 
Les  conséquences  de  la  théorie  que  nous  venons  d'établir  sont  : 
Que  les  plaques  d'épaisseur  variable  doivent  être  susceptibles  de 
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tous  les  genres  de  vibrations  qui  appartiennent  aux  plaques  d'épais- 
seur constante; 

Que  deux  plaques,  d'ailleurs  semblables,  dont  l'épaisseur  moyenne, 
égale  de  part  et  d'autre,  est  constante  dans  l'une  et  variable  dans  l'autre, 
doivent,  dans  les  mêmes  cas  de  vibration,  faire  entendre  les  mêmes 
sons; 

Enfin  que  les  figures  correspondantes  qu'affectent  les  deux  surfaces, 
et  par  conséquent  aussi  les  figures  nodales  qui  servent  à  faire  distinguer 
les  premières,  doivent  présenter  des  différences  propres  à  faire  recon- 
naître la  compensation  qui  s'établit,  pendant  le  mouvement,  entre  les 
épaisseurs  moyennes  des  différentes  parties  de  la  plaque  d'épaisseur 
variable  et  l'étendue  des  mêmes  parties. 

Il  reste  à  rendre  compte  des  résultats  do  l'expérience. 

15.  Il  m'a  été  très  diffîcde  de  me  procurer  des  plaques  où  l'épaisseur 
fût  répartie  selon  la  loi  qui  fait  l'objet  de  mes  recherches;  et,  quoique 
j'aie  borné  ma  demande  au  cas  le  plus  simple  qui  y  est  compris,  l'exé- 
cution en  paraissait  impossible.  Je  dois  à  l'obligeance  de  M.  d'Arcet  ('  ) 

(')  D'Arcet  était  très  lié  avec  la  famille  de  Sophie  Germain.  Il  nous  a  semblé  à  pro- 
pos de  reproduire  ici  la  Lettre  suivante  : 

A  Monsieur  d'Arcet,  à  la  Monnaie,  Paris. 

•■   Monsieur, 

V  J'ai  lu  avec  intérêt  le  petit  Mémoire  que  vous  avez  joint  au  joli  échantillon  que 
vous  avez  eu  la  bonté  de  m'envoyer  (').  J'admire  toujours  avec  quelle  sagacité  vous 
faites  servir  vos  nombreuses  connaissances  à  tous  les  genres  d'utilités.  Combien  sont 
rares  et  précieux  les  hommes  qui  savent  faire  de  leur  talent  un  bienfait  pour  la  société  ! 

»  Je  prends  la  liberté  de  vous  adresser  un  exem|)laire  de  mon  petit  Mémoire.  Je 
n'espère  guère  qu'il  puisse  vous  intéresser;  aussi  trouverai-je  fort  bon  que  vous  le 
mettiez  derrière  le  feu  s'il  vous  embarrasse. 

..  J'aurai  peut-être  recours  à  votre  complaisance  pour  savoir  si  je  pourrais  trouver 
quelque  ouvrier  qui  sût  donner  au  verre  les  différentes  courbures  qui  seraient  néces- 
saires aux  expériences  que  je  veux  faire.  J'ai  dépensé  loo''''  l'année  dernière  sans  pou- 

(')  Il  s'agit  du  Mémoire  de  MM.  d'Arcet  et  Thenard,  intitulé  De  l'emploi  des  corps  gras  comme 
hjdrofuge  dans  la  peinture  sur  pierre  et  sur  plâtre  et  dans  l'assainissement  des  lieux  bas  et  humides. 
Ce  Mémoire,  publié  pour  la  première  fois  dans  les  annales  de  Chimie  et  de  Physique,  t.  X.XXII. 
p.  24  (1826),  a  depuis  été  réimprimé  plusieurs  fois. 
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de  m'avoir  fait  connaître  un  mécanicien  habile,  M.  Moulfarine,  qui  a 
bien  voulu  se  charger  de  ce  travail. 

Après  une  attente  de  trois  mois,  j'ai  obtenu  dix  pièces  dans  lesquelles 
la  même  épaisseur  moyenne  était  répartie  de  trois  manières  différentes. 
Dans  les  premières  l'épaisseur  aux  quatre  angles  était  comme  4,  2,2  et 
I  ;  l'épaisseur  moyenne  était  donc  comme  j-  Dans  les  secondes,  l'épais- 
seur aux  quatre  angles  était  comme  2,  2,  i  et  i.  Enfin,  dans  les  troi- 
sièmes, l'épaisseur  constante  était  aussi  comme  j- 

Toutes  ces  pièces  ont  été  usées  à  la  lime,  pour  étr-e  amenées  aux 
épaisseurs  exigées.  Malgré  l'exactitude  sur  laquelle  je  comptais,  j'avais 
prévu  l'impossibilité  de  reconnaître,  par  rapport  aux  points  intérieurs, 
si  la  loi  était  scrupuleusement  observée,  et,  comme  je  ne  doutais  pas 
que  les  moindres  différences  n'amenassent  des  distorsions  dans  les 
figures  nodales,  j'ai  désiré  avoir  un  nombre  plus  grand  de  plaques 
d'épaisseur  constante  que  de  plaques  d'épaisseur  variable. 

Par  cette  précaution,  les  chances  d'imperfection  étant  égales  entre 
toutes  les  surfaces,  soit  d'épaisseur  constante,  soit  d'épaisseur  variable, 
j'ai  acquis  le  moyen  de  distinguer  les  effets  dus  à  la  loi  qui  est  l'objet 
de  nos  expériences  de  ceux  que  pouvait  produire  le  défaut  des  pièces. 

Dans  les  dix  plaques,  la  grandeur  du  côté  était  très  exactement  de 
o'",ioo;  je  n'ai  remarqué  que  de  faibles  différences  entre  leurs  poids, 
et  les  épaisseurs  aux  quatre  angles  étaient  aussi  telles  que  je  les  avais 
demandées. 

Les  expériences  dont  je  vais  rendre  compte  ont  été  faites  sur  trois 
pièces  dont  les  poids  étaient  parfaitement  égaux  et  où  les  épaisseurs 
étaient  réparties  suivant  les  trois  modes  que  je  viens  d'ap^îliquer. 
Ainsi,  dans  la  première,  l'épaisseur  variait  suivant  deux  directions; 
dans  la  seconde,  suivant  une  seule  ;  et  dans  la  troisième  ce  genre  de 
variation  était  nul.  Ces  pièces  seront  désignées  à  l'avenir  par  les  trois 
lettres  W,  V  et  C. 


voir  obtenir  autre  chose  que  des  fragments  informes  et  d'un  verre  tellement  recuit, 

qu'il  était  devenu  impossible  de  le  couper  au  diamant  sans  le  casser  en  d'autres  endroits. 

»  Agréez,  Monsieur,  mes  remercîments  et  mes  très  humbles  compliments. 

»    S.   Gerjiain. 
»  Ce  ly  juillet.  » 
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La  théorie  veut  que  les  plaques  d'épaisseur  variable  soient  suscep- 
tibles de  tous  les  genres  de  vibrations  qui  appartiennenl  aux  plaques 
d'épaisseur  constante. 

L'expérience  n'a  présenté  aucune  exception  à  ce  fait;  les  intervalles 
entre  les  sons  correspondant  à  chaque  cas  de  vibration  des  plaques 
d'épaisseur  variable  ont  toujours  été  les  mêmes  qu'avec  les  plaques 
d'épaisseur  constante,  et,  si  les  figures  nodales  ont  montré  des  distor- 
sions sur  les  premières,  des  distorsions  analogues  ont  été  observées 
sur  les  secondes. 

Non  seulement  les  plaques  d'épaisseur  variable  doivent  se  prêter  aux 
différents  genres  de  vibrations  qui  ont  lieu  par  rapport  à  celles  dont 
l'épaisseur  est  constante,  mais  même,  toutes  les  fois  que  l'épaisseur 
moyenne  est  égale  de  part  et  d'autre,  les  sons  produits  par  ces  vibra- 
tions doivent  être  les  mêmes. 

Celte  indication  de  la  théorie  a  été  également  confirmée  par  l'expé- 
rience. 

Dans  tous  les  cas  de  vibration  auxquels  elles  se  sont  prêtées,  les 
plaques  W  et  C  ont  fait  entendre  exactement  les  mêmes  sons.  Il  n'y  a 
eu  qu'une  seule  exception  correspondant  à  la  fig.  67  de  Chladni  : 
alors  le  son  rendu  par  la  plaque  W  était  d'un  demi- ton  plus  bas  que 
celui  qui  appartenait  aux  deux  autres  plaques.  Dans  les  deux  premiers 
cas  de  vibration,  la  plaque  V,  comparée  aux  précédentes,  a  donné  un 
ton  et  demi  et  un  ton  d'intervalle  ;  ces  deux  sons  étaient  alors  plus 
élevés  qu'avec  les  pièces  W  et  C.  Dans  les  cas  suivants,  les  trois  pièces 
étaient  à  l'unisson. 

J'ai  comparé  sous  le  même  rapport  trois  plaques  d'épaisseur  con- 
stante, choisies  parmi  celles  qui  avaient  exactement  le  même  poids. 
Deux  de  ces  pièces  ont  donné,  dans  le  premier  cas  de  vibration,  l'in- 
tervalle d'un  demi-ton  ;  la  troisième  a  présenté,  toujours  dans  les 
deux  premiers  cas  de  vibration,  la  différence  de  deux  tons  et  demi  et 
deux  tons.  Dans  les  cas  suivants,  les  sons  se  sont  rapprochés  ;  mais 
j'ai  observé  plusieurs  fois  des  différences  qui  n'avaient  pas  eu  lieu 
avec  les  pièces  où  l'épaisseur  était  diversement  répartie.  A  la  vérité, 
l'inspection  des  figures  nodales  m'a  donné  lieu  de  penser  que,  parmi 
les  pièces  qui  étaient  à  ma  disposition,  celles  que  j'ai  désignées  par  les 
lettres  W,  V  et  C  étaient  les  plus  parfaites. 

S.   7 
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Malgré  cette  raison  de  préférence,  ces  pièces  ont  encore  montré, 
dans  presque  tous  les  cas  de  vibration,  des  distorsions  très  sensibles; 
aussi  n'espérais-je  pas  d'abord  obtenir  des  résultats  aussi  satisfaisants 
par  leur  constance  et  par  leur  exactitude. 

Après  avoir  prouvé  que  l'inégale  répartition  de  l'épaisseur  n'a  aucune 
influence  sur  les  sons,  il  nous  reste  à  examiner  si,  conformément  à  la 
théorie,  les  figures  nodales  qui  accompagnent  les  mêmes  sons  sur  la 
plaque  d'épaisseur  variable  et  sur  celle  d'épaisseur  constante  présentent 
en  effet  des  différences  propres  à  faire  reconnaître  la  compensation 
qui  s'établit,  pendant  le  mouvement,  entre  les  épaisseurs  moyeimes  des 
différentes  parties  de  la  plaque  d'épaisseur  variable  et  l'étendue  des 
mêmes  parties. 

Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  valeurs  des 
coordonnées  z,  s  et  /•  et  les  sons  correspondants,  considérés  sur  la 
plaque  d'épaisseur  variable  dont  l'épaisseur  moyenne  et  le  côté  sont 
e  et  A,  se  trouvent  nécessairement  les  mêmes  que  s'ils  appartenaient  à 
une  plaque  fictive  dont  l'épaisseur  constante  et  le  côté  seraient  E  et  A. 

Il  s'ensuit  que  les  grandeurs  réelles  de  deux  valeurs  homologues, 
l'une  de  x  et  l'autre  de  s,  sont  entre  elles  comme  celles  des  côtés  A  et  A'. 

Cela  posé,  l'épaisseur  en  un  point  de  la  plaque  d'épaisseur  variable, 
pouvant  être  considérée  comme  constante,  rien  n'empêche  de  déter- 
miner toutes  les  circonstances  du  mouvement  de  ce  point  en  lui  appli- 
quant les  formules  qui  conviennent  à  la  plaque  fictive  dont  l'épaisseur 
constante  et  le  côté  sont  E  et  A. 

Prenons  pour  exemple  les  figures  nodales  qui  appartiennent  aux 
premiers  cas  de  vibration  contenus  dans  les  formules 

p.TïX  Q.T^Y 

z  =  COS COS  ~ =-> 

A  A 

]i.-s  n.T.r 

Z  =  COS  -    ,  -  COS  -  -,-  • 
A  A 

En  faisant  p  =  i ,  q  :=  i ,  les  figures  se  réduisent  à  deux  lignes 
nodales  perpendiculaires  entre  elles  et  parallèles  aux  côtés. 

Sur  la  plaque  d'épaisseur  constante,  les  deux  lignes  se  croisent  au 
centre  de  la  surface,  et  chacune  d'elles  est  terminée,  aux  côtés  de  la 
même  surface,  à  égale  distance  des  deux  angles  opposés. 
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Afin  d'éviter  l'emploi  des  formules  plus  compliquées,  nous  nous 
contenterons,  dans  ce  premier  exemple,  de  déterminer,  par  la  considé- 
ration des  points  qui  appartiennent  aux  côtés  de  la  même  plaque,  la 
position  des  deux  lignes  nodales  sur  la  plaque  d'épaisseur  variable. 

Les  valeurs  homologues  de  s  et  x  sont  entre  elles  comme  les  côtés 
des  plaques  auxquelles  ces  valeurs  se  rapportent.  On  a  donc  la  propor- 
tion X  i s::  e:E. 

Sur  la  plaque  d'épaisseur  constante,  la  valeur  de  a;  est  -  =  o'",o5o-, 

l'épaisseur  moyenne  du  côté  qui  joint  sur  la  plaque  W  les  angles  4  et 
2  est  comme  3;  et  l'épaisseur  E  est  donnée  ici  par  la  formule  linéaire 


On  a  donc 


m  (aA  —  s)  +  >/s 4-20o 

2  A  201 


,  4°°  —  -^    o       4°°  —  ^       4o" 


loo  2  7  7 

Par  conséquent,  la  ligne  qui  se  termine  au  côté  de  la  plaque  W, 
dont  les  angles  4  et  2  sont  les  points  extrêmes,  doit  être  à  la  distance 
de  o'",o57  de  l'angle  4  et  de  o"',o43  de  l'angle  a. 

Cette  figure  a  été  très  irrégulière  sur  la  plaque  W  et  sur  presque 
toutes  les  autres  pièces  tant  d'épaisseur  constante  que  d'épaisseur 
variable;  cependant  une  seconde  plaque,  dont  les  épaisseurs  extrêmes 
étaient  comme  sur  la  plaque  W,  a  montré  des  distorsions  moins  grandes  ; 
les  lignes  nodales  se  sont  formées  à  o^joSS  de  l'angle  4>  sur  les  deux 
côtés  4)  3- 

La  différence  qu'on  remarque  ici  entre  la  position  indiquée  par 
l'expérience  et  celle  qui  a  été  observée  doit,  quoique  peu  considérable, 
être  attribuée  à  l'imperfection  des  pièces.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit 
d'appliquer  la  même  analyse  au  cas  déjà  pris  pour  exemple  à  l'occa- 
sion de  la  simple  lame 


On  avait 


,  ,  f.  lis  3 

A  :=  245,     a;  = -^-,     m  =  2,     n=ï,     e  =---■, 

m[iA  —  s)  -{-  ns i(i.i^5—  s)-\-  s 980  —  .?_ 

2  A  ""  2.245  2.245 
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la  proportion 

245  3     q8o  — 

:  s ::  -  ' 


4  '     '  "  2  '  i.-?./[5 
aurait  donné 

o          080  —  s  q8o         ,„        f.        5 

4  i3             '    ^           i3 

En  changeant  m  en  n  et  réciproquement  dans  la  formule 

ml  2  A  —  s]  -i-  ns 


2A 


cette  formule  aurait  servi  à  faire  connaître  la  position  de  la  ligne  voi- 
sine de  l'extrémité  dont  l'épaisseur  est  comme  i;elle  serait  devenue 

2.245  —  s  +  2S 


2.245 

On  aurait  donc  eu  la  proportion 

345  2     4qo 

'  s  .'         • 


4     '     ■  '  3  ■    3.245 
d'où  résulte 

„  4qO  +  '*  490  m        /  /  6 

35  —  ^^ — )     S  z=  ^ -  z-  o™,oAA    ' 
4  II 


1 1 


On  peut  voir,  §  9,  que  la  position  des  deux  lignes  nodales  s'est  trouvée 
exactement  conforme  à  celles  que  les  formules  viennent  de  nous 
indiquer. 

Observons  qu'on  peut  employer,  dans  les  expériences  relatives  aux 
simples  lames,  des  pièces  dont  la  longueur  est  plus  grande  que  le  côté 
des  plaques  qui  rendent  des  sons  perceptibles  et  que,  par  conséquent, 
le  lait  dont  il  s'agit  est  plus  propre  qu'aucun  autre  à  mettre  la  théorie 
à  l'épreuve.  Le  procédé  qu'on  vient  d'employer  est  plus  rigoureux  que 
celui  dont  on  a  fait  usage  dans  le  paragraphe  cité,  aussi  rend-il  plus 
frappant  l'accord  de  l'expérience. 

Pour  le  second  cas  de  vibration  renfermé  dans  les  formules 

Z  —  COS  -   COS -^ -1 

A  A 

p. -s  (I-t:Y 

?  =  cos'--,-  COS    -^r-: 
A'  A' 


THÉORIE    DES    SURFACES    ÉLASTIQUES.  S.   53 

on  a. p  ^  1,  q  =  2]  par  conséquent,  la  figure  nodale  est  composée 
d'une  seule  ligne  parallèle  à  deux  des  côtés  de  la  plaque  et  de  deux 
autres  lignes  perpendiculaires  à  la  première. 

Sur  la  plaque  d'épaisseur  constante,  la  distance  des  lignes  parallèles 
entre  elles  devant  être  double  de  celle  qui  sépare  de  l'extrémité  voi- 
sine chacune  de  ces  lignes,  elles  se  forment  à  o"',025  des  mêmes  extré- 
mités, c'est-à-dire  à  o'",o25  et  o™,075  de  celle  des  extrémités  qui  a  été 
prise  pour  origine . 

Les  proportions 

,  4(2.100—  s)  -+-  2S 
200 
4(2.100  —  s]  -h  9.S 


25 

:  s  : 

:3 

75 

'.s  : 

:3 

cV 

1      >        1  î 

ou    1 

on 

tire 

3s  = 

4oo  — 
'       4 

s 

—  1  * 

s  ■■ 

4oo 

— 

s 
-:  s  = 

4oo 

o", 

.08. 

400  m  o  10       ,, 

S  =  ^  =  o^jooo  ^ — ^  a  une    part    et 

o^joSo  de  l'autre,  nous  apprennent  que,  sur 

la  plaque  W,  les  deux  lignes  nodales  parallèles  entre  elles  doivent 

se  former  aux  distances  de  o™,o3o  H — 5  et  de  0^,020  des  côtés  voisins. 

La  position  de  la  ligne  perpendiculaire  à  celles-ci  est  la  même  que 
dans  le  premier  cas  de  vibration;  par  conséquent,  elle  doit  être  placée, 

sur   la  plaque  W,  à  o™,o57  -i —  et  0*^,043 des  côtés  4)2  et 

2,1  de  la  même  plaque. 

Par  un  hasard  heureux,  cette  figure,  qui  a  présenté  des  distorsions 
considérables  sur  presque  toutes  mes  plaques,  a  été  moins  irrégnlière 
sur  la  plaque  W.  La  ligne  du  milieu  était  fort  peu  oblique  ;  la  distance 
entre  elle  et  le  côté  4»  2  s'est  trouvée  de  o™,o58  à  l'extrémité  et  de 
o™,o57  dans  les  points  intérieurs.  La  ligne  perpendiculaire  à  celle-ci  et 

voisine  du  côté  4,2  n'était  qu'à  o™,028,  au  lieu  de  o^joSo  H — -•,  mais 

la  distance  entre  la  seconde  ligne  et  le  côté  2,  i  était  très  exactement 
de  o™,o20. 

L'inspection  d'un  grand  nombre  de  figures  nodales  m'a  porté  à 
croire  que,  dans  toutes  les  pièces  fabriquées  de  la  même  manière, 
l'épaisseur  ou  l'élasticité  naturelle  était  proportionnellement  trop  forte 
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vers  les  points  du  milieu.  Pour  expliquer  cette  dernière  cause  d'irrégu- 
larité, il  suffa\iit  de  supposer  que  la  main  do  l'ouvrier  ait  pesé  plus 
fortement  au  centre  que  dans  le  voisinage  des  angles;  au  reste,  sur  les 
trois  lignes  dont  se  compose  notre  figure,  une  seule  s'est  écartée  de  la 
position  que  les  formules  lui  assignent,  et  je  puis  assurer  que,  dans  le 
nombre  de  mes  plaques,  plusieurs  dont  l'épaisseur  était  constante  ont 
présenté  des  figures  nodales  moins  conformes  à  la  théorie. 

Le  troisième  cas  de  vibration  contenu  dans  les  formides  qui  ont 
fourni  les  deux  premiers  exemples  a  lieu  lorsqu'on  prend  à  la  fois 
p  =z  -2,  q  =  1.  La  figure  nodale  correspondante  est  composée  de  quatre 
lignes  nodales  dont  deux  sont  parallèles  à  chacun  des  côtés  de  la  surface. 

Sur  la  plaque  d'épaisseur  constante,  ces  lignes  se  coupent  à  o™,025  de 
chacun  des  angles,  et  leurs  parties  intérieures,  en  deçà  des  points  d'in- 
tersection, forment  les  côtés  d'un  espace  carré  égal  en  étendue  aux 
quatre  espaces  pareillement  carrés  situés  aux  angles  de  la  plaque. 

La  disposition  des  mêmes  lignes  sur  la  plaque  W  est  déterminée 
d'avance  par  les  formules  relatives  au  second  cas  de  vibration  que  nous 
venons  d'examiner.  En  effet,  la  seule  différence  qui  ait  lieu  entre  les 
figures  nodales  correspondant  aux  valeurs jo  =  i,y  =  2  etp  :=-2,q  ^=1 
est  que  la  ligne  perpendiculaire,  dans  le  premier  cas  de  vibration,  aux 

lignes  parallèles  entre  elles,  situées  aux  distances  de  o'",o3o  H — -  et  de 
o'",o2o  des  côtés  voisins  de  chacune  des  mêmes  lignes,  est  remplacée, 
dans  le  second  cas,  par  deux  autres  lignes  semblables  aux  premières  et 

également  distantes  des  côtés  voisins  de  o'",o3o  -1 — ^  et  de  o'",o2o. 

La  figure  se  trouve  ainsi  composée  de  deux  espaces  carrés  situés  aux 
angles  [\  et  2  et  dont  les   côtés  sont   de  o"',o3oH — ;  et  de  o^joao: 

tandis  que  deux  parallélogrammes  de  o™,o3o  +  ;r- sur  o'",  020  oc- 
cupent, sur  la  même  surface,  les  espaces  compris  entre  les  deux 
angles  2  et  le  point  d'intersection  des  deux  lignes  nodales  qui  se  ter- 
minent de  part  et  d'autre  des  mêmes  angles. 

Afin  de  donner  un  exemple  de  l'emploi  des  formules  qui  appar- 
tiennent spécialement  aux  surfaces,  nous  allons  chercher  directement 
la  position,  sur  la  plaque  W,  du  point  d'intersection  des  deux  lignes 
nodales  situées  de  part  et  d'autre  de  l'angle  4. 
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La  première  des  formules  (B)  donne  l'épaisseur  moyenne  de  l'espace 
carré  qui  a  un  de  ses  angles  commun  avec  l'angle  m  de  la  surface. 
Quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  des  épaisseurs  m,  n,  m',  ji' 
et  e,  on  parviendra  donc  à  connaître  la  valeur  t  du  côté  de  la  petite 
surface  carrée,  et  par  conséquent  aussi  la  position  de  celui  des  angles 
de  cette  surface  qui  est  opposé  à  l'angle  m,  en  faisant  usage  de  la  pro- 
portion suivante  : 


4A 


Nous  avons  ici  x-  —  (25)-e  =  ^  : 


^mk^—  ^mkt+  2At{m'  -t-n]  -h  {m  —  n  —  m'  -hn']t^- 

p. 

4 -4  ('00;'  —  4-4-  '00?+  2.  IO0f.4-l-f'  l6(lOO]^  —  8.  100?  +  t^ 

~  4(l00)2  "~  4(100  )"^ 

La  proportion  devient 


^     '  4    4(ioo)^ 


elle  donne 


d'où  l'on  tire 


9^^ 


(4oo —  t] 


4' 


i3t  =  Aoo,     /  =  3o  +    _  • 

Cette  valeur  de  t  est  celle  que  nous  avons  trouvée,  dans  le  second 
exemple,  en  nous  servant  des  simples  formules  linéaires;  elle  mène, 
par  conséquent,  à  conclure  que  le  point  de  rencontre  des  lignes  nodales 

situées  de  part  et  d'autre  de  l'angle  4  est  en  effet  placé  à  o'",o3o  -+-  W 

des  côtés  auxquels  elles  se  terminent. 

Il  est  évident  que  ce  résultat  su])pose  la  parfaite  régularité  de  la 

pièce;  car,  si  l'épaisseur  moyenne  de  la  petite  surface  carrée  dont  le 

A                             -1                 -II-'  4oo  —  t    , 
cote  est  i  se  trouvait  plus  ou  jnonis  grande  que  la  quantité )  les 
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figures  nodales  cesseraient  de  se  rencontrer  dans  le  point  que  nous 
venons  de  fixer,  et  il  v  aurait  distorsion  dans  la  figure  nodale. 

En  général,  si  l'imperfection  de  la  plaque  se  trouve  dans  le  voisinage 
des  points  qui  devraient  appartenir  aux  lignes  de  repos,  il  ne  peut 
manquer  d'exister  de  l'irrégularité  dans  la  figure  nodale;  si  le  défaut 
correspond  à  un  point  assez  éloigné  pour  que  ce  défaut  puisse  être 
compensé  par  un  autre  égal  dans  un  point  placé  en  sens  inverse  par 
rapport  à  la  ligne  nodale,  le  défaut  supposé  ne  nuira  pas  toujours  à  la 
régularité  de  la  figure. 

Cette  remarque  explique  comment  il  a  pu  arriver  que  des  pièces  où 
de  certaines  figures  étaient  à  peu  près  régulières  ont  pourtant  montré, 
dans  d'autres  cas  de  vibrarion,  de  fortes  distorsions;  pourquoi  l'irré- 
gularité n'existait  pas  sur  toutes  les  plaques  dans  les  figures  analogues  ; 
et  comment  les  distorsions  se  sont  multipliées  en  raison  de  l'augmen- 
tation du  nombre  des  lignes  de  repos. 

La  figure  qui  est  l'objet  de  notre  ti'oisième  exemple  n'a  été  régulière 
sur  aucune  des  dix  pièces;  mais  la  plaque  W  a  montré  des  distorsions 
moins  grandes  que  celles  qui  ont  été  observées  sur  plusieurs  des  plaques 
d'épaisseur  constante. 

Les  lignes  qui  devaient  se  croiser  dans  le  voisinage  de  l'angle  t 
s'écartaient  au  contraire  l'une  de  l'autre;  mais  elles  se  terminaient, 
comme  la  théorie  l'exige,  à  o™,020  de  part  et  d'autre  du  même  angle. 
Les  côtés  des  deux  parallélogrammes  situés  aux  deux  angles  2  devaient 

être  de  o™,o3o  -\ — ^  et  de  o™,  020;  ils  se  sont  trouvés  l'un  de  o™,029 

et  de  o™,02o,  l'autre  de  o°',028  et  de  o™,02i. 

Enfin  le  côté  du  carré  voisin  de  l'angle  4  devait  être  de  o™,  o3o  H — ^• 

°  i3 

Vers  le  point  où  devait  exister  l'angle  commun  au  carré  dont  nous 
parlons  et  au  parallélogramme  intérieur,  la  figure  a  montré  une  dis- 
torsion considérable  :  le  parallélogramme  s'est  terminé  par  un  angle 
arrondi;  au  delà  de  cet  angle  les  points  de  repos  ont  disparu,  et  les 
lignes  qui  devaient  se  terminer  de  part  et  d'autre  de  l'angle  4?  ^^ux 
côtés  4>  2,  ont  été  remplacés  par  une  ligne  courbe,  qui  a  atteint  les 
mêmes  côtés  à  o™,  028  de  l'angle  l\. 

La  même  figure,  observée  sur  ime  autre  pièce  qui  devait  être  sem- 
blable à  la  plaque  W,  était  tellement  contournée,  qu'il  était  difficile  de 
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la  recoiliiaitre.  Les  plaques  d'épaisseur  constante  m'ontfourni  l'occasion 
d'observer  des  changements  entièrement  analogues  :  l'une  d'entre  elles 
a  montré  la  singulière  distorsion  dont  je  viens  de  parler  avec  les  seules 
différences  que  la  théorie  aurait  pu  prévoir. 

J'ai  constamment  remarqué  que,  lorsqu'une  simple  ligne  courbe  rem- 
plaçait les  deux  lignes  nodales  qui  devaient  se  terminer  de  part  et  d'autre 
iVun  des  angles  de  la  surface ,  l'intervalle  entre  les  extrémités  de  la  hgne 
courbe  et  l'angle  dont  il  s'agit  était  plus  petit  que  lorsque  la  figure  était 
régulière.  Ainsi,  dans  le  cas  de  vibration  qui  nous  occupe,  quand  sur  les 
plaques  d'épaisseur  constante  on  a  observé  une  semblable  irrégularité, 
la  ligne  courbe  était  terminée  à  o"',022,  tandis  que  les  lignes  droites 
montraient  l'intervalle  de  o™,o25  exigé  par  la  théorie.  Or  la  différence 

de  o'",0  2a  à  o™,025  est  égale  à  celle  de  o'",028  à  o'",o3o  +  —  nue 

nous  avons  notée  par  rapport  à  la  plaque  W. 

Les  exemples  qui  ont  été  choisis  appartiennent  tous  au  cas  où  l'épais- 
seur varie  à  la  fois  suivant  deux  directions;  chacun  d'eux  renferme 
donc  une  épreuve  double. 

A  l'égard  des  expériences  faites  sur  les  surfaces  où  l'épaisseur  varie 
suivant  une  seule  direction,  des  faits  analogues  ayant  été  mentionnés 
par  rapport  au  cas  linéaire,  je  me  contenterai  d'ajouter  que  les  obser- 
\ations  faites  en  dernier  lieu  ont  été  également  favorables  à  la  théorie. 

Malgré  les  irrégularités  et  les  distorsions  dont  j'ai  fait  mention,  nous 
conclurons  que  la  dernière  des  conditions  relatives  à  la  vérification 
(le  la  théorie  n'est  pas  moins  remplie  que  les  précédentes,  c'est-à-dire 
que  les  différences  entre  les  figures  nodales  observées  comparativement 
sur  les  plaques  d'épaisseur  constante  et  sur  les  plaques  d'épaisseur  va- 
riable peuvent  servir  à  faire  reconnaître  l'égale  compensation  qui  s'é- 
tablit, pendant  le  mouvement,  entre  les  épaisseurs  moyennes  des  diffé- 
rentes parties  de  la  plaque  d'épaisseur  variable  et  l'étendue  des  mêmes 
parties. 

Le  choix  du  coefficient,  déjà  justifié  par  les  faits  relatifs  aux  surfaces 
d'épaisseur  constante,  se  trouve  donc  encore  appuyé  par  l'existence 
même  des  phénomènes  qui  appartiennent  aux  surfaces  planes  d'épaisseur 
variable;  et  l'observation  des  circonstances  qui  accompagnent  les  mêmes 
phénomènes  prouve  l'exactitude  des  mesures  qu'en  donne  la  théorie. 

S.  8 
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La  doctrine  que  je  soumets  au  jugement  de  l'Académie  semble  devoir 
se  prêter  à  plusieurs  applications  importantes.  En  expliquant  l'influence 
propre  de  l'épaisseiu-  sur  les  faits  des  surfaces  élastiques,  elle  permet 
d'apprécier  séparément  les  changements  dus,  et  aux  différences  rela- 
tives à  cette  dimension,  et  aux  différences  qui  appartiennent  spéciale- 
ment à  l'élasticité  naturelle.  Sous  ce  rapport  elle  ne  sera  peut-être  pas 
moins  utile  à  l'art  des  constructions  qu'à  celui  de  la  fabrication  des 
instruments. 

La  détermination  des  circonstances  du  mouvement  des  plaques 
d'épaisseur  variable,  assimilées  aux  plaques  fictives  d'épaisseur  con- 
stante, montre  que  les  valeurs  de  l'ordonnée  z,  et  par  conséquent  aussi 
celle  de  la  flèche  dans  les  plans  élastiques,  dépend  des  épaisseurs 
moyennes  des  parties  comprises  entre  les  points  d'appui  et  celui  qu'on 
veut  considérer.  Sans  vouloir  entrer  dans  une  théorie  qui  n'est  pas  de 
mon  ressort,  je  ferai  cependant  observer  qu'une  conséquence  des  effets 
produils  par  les  épaisseurs  moyennes  serait  la  possibilité,  en  établis- 
sant un  surcroit  d'éj)aisseur  dans  une  partie  seulement  d'un  plan  élas- 
tique, d'augmenter,  par  rapport  à  tous  les  points  qui  composent  ce  plan, 
la  résistance  dont  il  est  susceptible.  Les  formules  feraient  connaître  alors, 
pour  tous  les  points  qui  appartiennent  à  ce  plan,  la  quantité  de  cette  ' 
augmentation.  Le  savant  auteur  qui  a  consacré  ses  recherches  aux 
questions  de  ce  genre  appréciera,  mieux  que  je  ne  poiu-rais  le  faire,  la 
justesse  plus  ou  moins  grande  de  cette  observation. 

Dans  l'emploi  des  lames  et  des  plaques  élastiques  envisagées  comme 
corps  sonores,  on  sera  désormais  en  état  de  prévoir  les  différences  que 
devront  amener  les  changements  d'épaisseur. 

.  Deux  surfaces  élastiques  où  la  longueur  des  côtés  et  les  épaisseurs 
sont  proportionnelles  donnent,  il  est  vrai,  les  mêmes  tons  ;  mais  la  qualité 
du  son  peut  y  être  fort  différente.  Toutes  conditions  égales  d'ailleurs, 
les  sons  seront  d'autant  plus  beaux  que  les  pièces  auront  à  la  fois  plus 
d'étendue  et  plus  d'épaisseur.  Si  on  se  rappelle  qu'il  existe  nécessaire- 
ment des  lignes  de  limite  sur  tous  ces  corps  sonores,  on  concevra  la 
possibilité  d  obtenir  de  la  lame  d'épaisseur  variable  un  son  plus  plein 
que  lorsque  l'épaisseur  de  cette  lame  e.st  constante.  La  qualité  du  son 
serait  alors  déterminée  par  la  partie  de  la  lame  prise  du  côté  où 
l'épaisseur  moyenne  se  montrerait  la  plus  grande;  cette  partie  se  trou- 
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verait  comprise  entre  rextrémité  et  la  ligne  de  limite  la  plus  voisine. 
Le  son,  beaucoup  plus  faible,  de  la  partie  restante  ne  pourrait  avoir 
d'autre  effet  que  de  renforcer  le  premier. 

La  doctrine  des  épaisseurs  moyennes  explique  au  moins  comment  il 
est  possible  d'obtenir  des  sons  purs  dans  les  cas  oii  les  figures  nodales 
accusent  des  inégalités  d'épaisseur  entre  les  différents  points  du  corps 
sonore. 

A  la  vérité,  toute  cette  théorie  n'est  démontrée  que  par  rapport  aux 
suppositions  qui  servent  de  fondement  à  nos  formules  ;  mais  néanmoins 
la  similitude  des  sons,  qui  ne  cesse  pas  de  se  manifester  malgré  le  défaut 
des  pièces,  donne  lieu  de  penser  que  les  compensations  que  nous  avons 
établies  sont  indépendantes  de  la  loi  de  distribution  qui  nous  a  servi  à 
les  reconnaître. 
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NOTE  A. 

(  yoii  p.  s.  34-) 


Sophie  Germain  fait  ici  allusion  à  une  Lettre  dans  laquelle  elle  avail  exposé 
ses  observations  relatives  aux  expériences  de  M.  Wlieatstono,  en  les  compa- 
1  aut  aux  expériences  de  Cliladni.  Celte  Lettre  avait  été  lue  à  l'Académie  des 
Sciences  dans  la  séance  du  i'^''  septembre  1823.  Le  procès-vei'bal  en  fait  la 
mention  suivante  : 

«  On  donne  lecture  dune  Lettre  de  M"^  Sophie  Germain,  concernant  les 
expériences  de  M.  ^\  lieatstone  sur  les  vibrations  des  plaques  métalliques. 

»  MM.  Fourier  et  Arago  prendront  une  connaissance  spéciale  de  l'objet  de 
cette  Lettre  et  en  rendront  compte  à  l'Académie.  » 

La  Lettre  de  Soj)liie  Germain  n'est  pas  aux  Archives  de  l'Institut.  11  est 
vraisemblable  qu'elle  a  été  adressée  à  Fourier;  après  la  lecture,  elle  a  dû  être 
remise  à  Arago,  qui  l'aura  gardée. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  la  reproduisons  ici  d'après  la  minute  qui  se 
trouve  à  la  bibliothèque  du  lîritish  Muséum,  à  Londres  (Imprimés ,  Press 
mark  8334,  ee)  ; 

[1823]. 

Mo>SIElIl, 

Je  vous  prierai,  si  vous  le  jugez  convenable,  de  commuuirjuer  à  l'Académie 
les  observations  suivantes  :  elles  sont  relatives  aux  expériences  de  M.  Wheat- 
stone,  dont  M.  Arago  a  rendu  compte  dans  la  dernière  séance  de  juin  et  dont 
je  lis  pour  la  première  fois  l'exposé  dans  le  numéro  des  Annales  de  Chimie 
(jui  vient  de  paiaitre  (  '  \  L'article  le  plus  important  conceine  ee  que  le  savant 

{*)  NomcUes  expériences  sur  le  son,  jiar  M.  ■\Vheatst(jne,  p.  3i3  du  Tome  XXIII 
(2*  série,  1S23J  des  Annales  de  Chimie  et  de  f'kysiqiie,  [lar  MM.  G:iy-Lussac  et 
Arago. 
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anglais  nomme  vibrations  moléculaires  des  corps.  Les  expériences  par  les- 
quelles il  est  parvenu  à  rendre  ces  petits  mouvements  sensibles  sont  sans 
doute  fort  ingénieuses;  cependant  je  vois  avec  étonnemcnt  que  les  physiciens 
semblent  croire  qu'elles  révèlent,  dans  les  vibi'ations  sonores,  quelques  nou- 
velles propriétés  qui  n'auraient  pu  être  reconnues  par  les  moyens  qu'a 
employés  M.  Cbladni. 

Je  crois  pouvoir  affirmer  que  non  seulement  les  expériences  de  cet  habile 
physicien,  lorsqu'elles  sont  faites  avec  soin,  indiquent  les  principaux  faits 
observés  par  M.  Wheatstoue,  mais  encore  que  les  formules  à  l'aide  desquelles 
j'ai  expliqué  la  correspondance  entre  les  sons  et  les  figures  nodales  ren- 
ferment également  l'explication  des  expériences  nouvelles. 

L'existence  des  centres  de  vibration,  l'augmentation  de  leur  nombre  cl  eu 
même  temps  la  diminution  de  leur  amplitude  lorsque  la  pièce,  qui  rendait  d'abord 
un  son  donné,  fait  entendre  un  son  plus  aigu,  se  manifestent  dans  les  expé- 
riences de  M.  Cliladni  par  le  mouvement  de  la  poussière  dont  il  recouvre  les 
plaques  vibrantes.  Avant  que  cette  poussière  se  soit  accumulée  sur  les  lignes 
de  repos,  elle  est  souvent  lancée  k  une  distance  sensible  de  la  surface.  Ce 
phénomène  a  lieu  dans  les  points  où  M.  Wheatstoue  reconnaît  l'existence  des 
centres  de  vibration.  J'avais  employé  depuis  longtemps,  comme  l'a  fait 
M.  OErsted,  la  poussière  de  lycopode  au  lieu  du  sablon  dont  je  me  sers  plus 
ordinairement;  j'avais  également  remarqué  la  tuméfaction  de  cette  poussière, 
et  j'avais  vu  en  même  temps  que  les  points  où  elle  est  fort  apparente  sont  ceux 
qui,  suivant  la  théorie,  doivent  s'éloigner  beaucoup,  durant  le  mouNement 
de  la  surface,  de  leur  situation  initiale. 

Les  expériences  de  !\L  Wheatstoue  sont  plus  délicates,  et  elles  ont  l'avantage 
de  rendre  sensibles  des  différences  fort  petites.  Je  me  suis  empressée  de  les 
répéter;  seulement  j'ai  substitué  à  l'eau  dont  ce  physicien  recouvre  les  surfaces 
vibrantes  l'eau-dc-vie,  qui,  à  cause  de  sa  moindre  pesanteur  spécifique,  se  prêle 
[)lus  facilement  encore  aux  mouvements  que  lui  couiniuniquenl  les  diilérents 
points  des  surfaces  sur  lesquelles  elle  s'appuie.  Toutes  les  expériences  du 
même  genre  présentent  des  phénomènes  analogues;  je  me  bornerai  donc  à 
décrire  et  à  expliquer  une  seule  d'entre  elles. 

Si  l'on  couvre  |d'eau-de-vie  une  plaque  carrée  et  cju'on  en  tire  le  son  corres- 
pondant à  la  formation  de  deux  lignes  nodales  perpendiculaires  entre  elles  et 
parallèles  aux  côtés,  le  liquide  présente  aux  quatre  angles  la  surface  rélieulée 
qu'a  observée  M.  ^Vheatstone;  en  mèuie  temps,  dans  les  points  sensiblement 
éloignés  des  angles  et  suivant  la  direction  des  côtés,  le  même  liquide  ne 
présente  plus  qu'une  surface  côtelée,  comparable  à  un  ruban  à  graine;  les 
petites  proéminences  sont  perpendiculaires  au  côté;  elles  vont  en  diminuant 
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d'élevalion  jusqu'aux  points  sur  lesquels  se  fornieraieut  les  lignes  nodales  si 
la  plaque  était  recouverte  de  poussière. 

Lorsqu'on  tire  ensuite  de  la  même  plaque  le  son  correspondant  à  la  forma- 
tion de  quatre  lignes  nodales  dont  deux  seraient  parallèles  à  chacun  des  côtés, 
l'apparence  réticulée  se  manifeste  non  plus  seulement  aux  quatre  angl(;s  de  la 
surface,  mais  encore  dans  quatre  espaces  semi-circulaires  situés  au  milieu 
de  chacun  des  côtés  et  aussi  dans  un  espace  circulaire  placé  au  centre  de  la 
jtlaque.  La  figure  que  présente  alors  le  liquide  est  ibrmée,  comme  dans  le  cas 
des  figures  nodales,  de  la  réunion  de  quatre  figures  semblables  à  celle  qui  s'est 
montrée,  sur  la  même  plaque,  dans  la  première  partie  de  l'expérience.  Ainsi, 
conformément  à  l'observation  faite  par  M.  Wheatstone  à  l'occasion  d'une 
expérience  analogue  à  celle  que  je  viens  de  rapporter,  la  surface  réticulée 
angulaire  occupe  un  espace  quatre  fois  moindre  que  quand  la  plaque  rendait 
un  son  plus  grave. 

Pour  parvenir  à  expliquer  les  faits  précédents,  je  serai  forcée  d'avoir  recours 
à  l'emploi  des  foruiules.  Celle  qui  appartient  au  cas  présent  se  réduit,  en 
supprimant  le  facteur,  inutile  ici,  à 


.       Ttm.rX    ,      -antr 

z  =z  X  sm     sm    — 

\    A     I        \   A 

JT  représente  la  demi-circonférence,  m  le  nombre  des  lignes  nodales  paral- 
lèles à  chacun  des  côtés,  A  la  longueur  des  mêmes  côtés,  x  et  j  les  deux 
coordonnées  horizontales  dont  l'origine  est  à  un  des  angles  de  la  surface,  et  X 
une  constante  arbitraire. 

Dans  la  première  partie  de  l'expérience,  on  a  w  =  i ,  z  =  Xs'm  ^-  siu  —  • 

A  A 

Les  plus  grandes  valeurs  de  l'ordonnées,  ou,  cequi  est  la  même  chose,  la  plus 

grande  étendue  du  mouvement  vibratoire  a  donc  lieu  aux  quatre  angles  de  la 

plaque,  pour  lesquels  les  valeurs  .r  =  o,  j  =  o:  x  :=  o,  j)-  =  A;  x=  A,  j  =  o 

et  X  =  A,  7  =  A,  correspondant  à  chacun  de  ces  points,  donnent  également 

COS-—  cos-^-  =:  I.  A  partir  de  ces  points,  les  valeurs  de  cos -^  et  celles  de 

COS-—  diminuent,  et  le  croisement  de  ces  ditférentes  valeurs  donne  lieu  à 

l'apparence  réticulée  du  liquide.  A  une  distance  sensible  des  angles,  lieu  où 
ne  se  prolonge  pas  le  double  mouvement,  et  en  suivant  la  direction  d'un  des 
côtés  de  la  plaque,  les  valeurs  de  l'ordonnée  z  ne  varient  plus  qu'à  raison  des 
changements  de  valeur  d'une  seule  des  ordonnées  x  et  7,  car  l'une  d'elles 
demeure  constante  pour  tous  les  points  situés  dans  une  ligne  parallèle  aux 
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côtés  j  de  là  l'appareuce  côtelée  qu'alfecte  le  liquide.  Enfin  ces  petites  ondes 
s'abaissent  à  mesure  qu'elles  approchent  du  lieu  qu'occuperaient  les  lignes 
nodales,  et  la  théorie  indique,  en  effet,  qu'elles  doivent  alors  disparaître  entiè- 
reineut. 

Ce  premier  jiiint  éclairci,  on  verra  aisément  ce  qui  doit  arriver  dans  la 
seconde  partie  de  l'expérience,  c'est-à-dire  quand  ou  a 

2-.r  1-!zr 

Z  =1  S,  cos cos  — —  • 

A  A 

J'ai  prouvé  ailleurs  (dans  le  premier  Mémoire  présenté  à  l'Académie)  (  '  /qu'il 
existe  alors  sur  la  plaque  carrée  deux  ligues  de  limite  analytiques  qui  se 
croisent  au  centre  de  cette  surface  et  que,  si  la  même  surface  était  réellement 
séparée,  par  des  sections  opérées  suivaut  les  lignes  de  limite,  eu  quatre 
plaques  carrées  plus  petites,  cliacuue  d'elles  continuerait  à  rendre  le  même 
son  et  à  présenter  la  même  figure  nodale  que  lorsqu'elle  faisait  partie  de  la 
plaque  entière.  Il  résulte  de  là  qu'au  centre  de  cette  plaque  la  réunion  de 
(juatre  centres  angulaires  de  vibration  doit  donner  lieu  à  la  formation  de  la 
surface  circulaire  réticulée  qu'on  v  observe,  et  qu'au  milieu  de  chacun  des 
côtés  de  la  surface,  la  réunion  de  deux  centres  angulaires  de  vibration  doit 
présenter,  comme  elle  le  préseute  en  effet,  un  es^Jace  semi-circulaire  réticuJé. 

Ce  qui  me  semble  le  plus  curieux  dans  les  expériences  de  M.  Wheatstone 
est  qu'elles  peuvent  servir  à  déterminer  quelle  est  la  fraction  de  A,  c'est-à-dire 
de  la  longueur  du  côté  de  la  plaque,  dont  le  plus  ou  le  moins  influe  d'une 
manière  sensible  sur  la  grandeur  de  1  ordounée  z.  Cette  fraction  représente 
une  quantité  d'autant  plus  petite  que  l'entier  A  est  lui-même  plus  petit. 

Suivant  la  manière  dont  s'exprime  le  physicien  anglais,  lorqu'il  a  réduit  la 
plaque  rectangulaire  à  la  moitié  de  sa  longueur,  quatre  corpuscules  vibrants 
occupaient  l'espace,  qui,  sur  la  plaque  entière,  était  recouvert  par  un  seul.  Les 
cas  de  vibration  que  j'ai  choisis  pour  exemple  ont  l'avantage  de  montrer  la 

(')  Mémoire  sur  cette  question,  |)roposée  par  la  première  Classe  de  l'Institut  Con- 
cours de l8i I )  : 

Donner  ht  thcoiie  mathématique  des  vibrations  des  surfaces  élastiques,  et  la  compa- 
rer à  l'expérience. 

Ce  Mémoire,  reçu  au  secrétariat  de  l'Institut  le  2i  septembre  i8ii,  jjorte  pour  épi- 
graphe :  Effectuuni  naturalium  ejusdem  gemris  eœdem  sunt  causœ.  '>'f.tvton.  Philos, 
nat.  princ.  malhem.  Régula  phitosophandi,  régula  II). 

Il  a  été  le  seul  présenté  à  ce  Concours. 
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raison  de  cette  ililf'ércncc,  car  dans  le  premier  la  surface  vibrante  est  composée 
(l'élémciUs  qui  dans  le  second  se  montrent  quatre  fois  sur  la  même  surface. 

Il  résulle  des  remarques  précédentes,  auxquelles  on  pourrait  ajouter  beau- 
coup d'autres,  que  les  expériences  de  M.  Wlieatstone  doivent  être  considérées 
comme  une  contrii-épreuve  de  celles  de  M. ,Chladni.  De  part  et  d'autre  on  parvient 
à  distinguer  sur  les  surfaces  vibrantes  les  points  où  s'exécutent  les  mouvements 
les  plus  étendus  et  ceux  où  le  repos  est  absolu;  mais,  tandis  que  les  premières 
portent  particulièrement  l'attention  sur  les  points  qui,  durant  le  mouvement 
général,  s'écartent  davantag(3  de  leur  situation  naturelle,  les  secondes,  au 
contraire,  iixent  surtout  les  yeux  sur  les  points  qui,  durant  le  même  mouve- 
ment, conservent  leur  position  initiale. 

J'ose  espérer  que  l'xlcadémie  accueillera  favorablement  les  explications 
dans  lesquelles  je  viens  d'entrer,  et  qui  tiennent  de  bien  près  à  celles  qui  ont 
déjà  obtenu  son  approbation  ('). 

(  ')  Ce  document  a  jiassé  dans  une  des  ventes  faites  par  Libri  à  Londres. 

Dans  le  Catalogue  of  the  matheiiiaticnl,  liistoiical,  blbUographical  and  miscel- 
Inncoiix pnrtio7i  of  t/ie  cclebratcd  Lihrnry  nf  M.  Giiglielnio  Libri  (London,  2  parties 
gr.  in-8°,  1861)  on  lit  :  «  N"  33'«-5.  Germain  (M"°  Soruin),  Remarques  sur  la  nature, 
les  bornes  et  l 'étendue  de  la  question  des  surfaces  élastiques,  et  équation  générn'e  de 
CCS  surfaces.  Paris,  1S16;  m-^°  :  «  An  impoitaiit  work  by  tliis  celebrated  lady-nuuiic- 
»  niatieian,  wlio  was  crovrned  liy  the  Institnt  in  i8rl  for  succcssfuUy  ansvrering  a 
»  question  on  vibrations,  vrliich  liad  bcen  thrice  proposed  for  com|;etition  7?ithout 
i>  obtaining  a  rcplv.  This  copy  belonged  to  die  authore.ss  herself,  and  besides  her  nii- 
'•  nierons  mannscript  additions,  contains  the  draft  of  a  long  scientific  Letter  respecling 
»   M.  Wheatstone's  cxperiments  on  vibrations,  entiicly  in  lier  autograph.  » 

Ce  n"  3343  est  aujourd'hui  au  British  Muséum.  A  la  suite  d'un  exemplaire  des 
Remarques,  sur  les  marges  duquel  Sophie  Germain  a  écrit  des  additions,  se  trouvent, 
reliés  sous  la  même  couverture,  dabord  la  minute  de  la  Lettre  ci-de.ssus  reproduite 
(6  jiages  in-4°).  puis  sept  feuillets  de  notes  manuscrites,  dont  les  unes  sont  des  brouil- 
lons relatifs  à  des  passages  du  Mémoire  et  de  la  Lettre  présentement  publiés,  et  les 
autres  concernent  la  courbure  des  surfaces. 
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